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prolege 

El propos ito de este 1 ibro es ofrecer algunas nociones de 

Estadistica apl icada a la Medicina y a la Biologia, tratando en to 

do momenta de presentarlas de la manera mas simple y didactica po­

sible sin perder por ella el debido rigor cientifico. 

Cada tema va seguido de una serie de ejercicios totalmen­

te resueltos con el fin de que el alumno ponga en practica los co­

nocimientos adquiridos. 

Probablemente haya en esta obra algunos errores de calcu­

10 0 de exposicion por 10 que rogamos nos disculpen, aceptando gu~ 

tosamente cuantas indicaciones se nos hagan en este sentido. 

Finalmente, nos resta expresar nuestro agradecimiento al 

Dr. Six to Rios, as i como a tan tos companeros que, conocedores de 

nuestro esfuerzo por sacar adeJante el presente I ibro, nos han es­

timulado y prestado su ayuda. 

Septiembre 1976 lOS AUTORES 
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1- ESTADISTICA 
"DESCRIPTIVA 

1.	 GENERALIDADES 

1.1	 POBLACION.- Se 1lama pob£a~6n al conjunto de todos los elemen 

tos que cump1en una 0 varias caracter!sticas. 

Las poblaciones pueden ser -in6-irtitao (extracciones deuna 

bolsa) 0 Mn.ita6 (pacientes de un Centro Medico). 

Para que una poblacion quede bien definida, debemos sa­

ber	 si un clemento particular pertenece 0 no a la poblaci6n. 

A veces, a la poblaci6n tambien se Ie 1lama Un-lV~O a 

c.o£e.~vo. 

1.2	 UNIDADES ESTADISTICAS 0 INDIVIDUOS.- Se 1laman as! a los elemen 

tos que componen la poblaci6n. 

El hecho de que se uti! ice el nombre de -ind{v-iduo~ se de 

be al origen demografico de la Estad!stica Descriptiva. 

1.3 MUESTRA.- Se I lama mu~tna a un subconjunto de 1a pob1aci6n. 

Si queremos extraer conclusiones sobre la poblaci6n de­

beremos elegir una muestra ~e.p~~e.nt~va de ella. E1 proceso 

mediante el cual se extrae una muestra representativa de la p~ 

blacion se conoce con ef nombre de mu~~e.o a£ az~ de manera 

que cada elemento de la poblaci6n tiene la misma posibil idad 

de ser inc!uido en la muestra. Las muestras asi obtenidas se de 

nom ina n mu~~ a£e.cU;o~ao. 

Al numero de elementos de la muestra, se Ie llama tamano. 
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1.4 CARACTERES Y MODALIDADES.- Una vez que tengamos los individuos 

de una poblacion 0 de una muestra nos interesara estudiar uno 0 

varios ~~act~eh de esos elementos. 

Ahora bien, cada uno de esos caracteres de losi-ndividuos 

de la poblacion pueden presentar varias mod~dadeh de tal for 

ma quecada individuo de la poblacion presente una Ij -6o.tame.iU:e. 

una de las modal idades del caracter. 

Ej: Examinada una muestra de mujeres ingresadas en una 

Maternidad, respecto al caracter, estado civil, puede presen­

tar las siguientes modal idades 

Solteras - Casadas - Viudas - No consta 

Ya se comprendera que cuantas mas modal idades se tengan 

de un caracter, mas exhaust iva sera la informacion que tendre­

mos de los individuos de la poblacion. 

1.5	 CARACTERES ESTADISTICOS CUALITATIVOS.- Se dice que un caracter 

estadi'stico es ~ucUA;ta:U.vo si sus modalidades no -6on rne.cL.<:.b.teh. 

Ej: Consideremos la poblacion formada por los pacientes 

de un Centro Medico, son caracteres cual itativos, la raza, el 

sexo, el estado civi I, la profesion. etc. 

1.6	 CARACTER£S ESTADISTICOS CUANTITATIVOS.- Se dice que un carac­

ter estadi'stico es ~uan.tda:U.vo si sus modal idades -6on t!le.cL.<:.­

b.teh • 

Ej: Consideremos la poblacion del ejemplo anterior, se­

ran caracteres estadrsticos cuantitativos, la talla, el peso, 

la edad, el pulso, el peri'metro toracico, la temperatura, etc. 

1.7	 VARIABLES ESTADISTICAS.- Ya hemos visto en el caso de caracte­

res es tad r s t icos cuant ita t i vos que sus moda 1 j dades son med i b Ies 

es decir que a cada una de sus modal idades, se Ie puede asig­

nar un numero. Este numero que es variable respecto a la moda­

l idad, Ie I lamaremos v~!~_ab.te. Chtad£.ot;~a. 
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1.8	 VARIABLES ESTADISTICAS DISCRETAS.- Se dice que una variable es 

tadistica es d;~~~eta, cuando solo puede tomar determinados va 

lores dentro de un intervalo. 0 tambien, cuando no puede tomar 

cualquier valor entre dos valores dados. 

Es decir, que la variable estadistica discreta esta de­

finida para vato~eh ~tado~. 

Generulmente Ius variables estadisticas discretas toman 

valores sobre el conjunto de los numeros enteros. 

Ejs:	 Numero de flores obtenidas de un clarkia elegans. 

Numero de hijos de un paciente. 

Numero de petalos de una flor. 

1.9	 VARIABLES ESTADISTICAS CONTINUAS.- Se dice que una variable es 

tadistica es ~o~nua cuando puede tomar cualquier valordentro 

de los de un intervalo. 

Es decir, que el conjunto de valores posibles es ~n6~~ 

.:to. 

Ejs:	 Temperatura de un paciente. 

Presion sanguinea de una cobaya. 

Espesor de la concha de una tortuga. 

2. DISTRIBUCIONES ESTADISTICAS DE UN CARACTER 

2.1	 TABLAS ESTADISTICAS.- Supongamos una poblacion formada por N 

unidades estadisticas tal que respecto de un determinado carac 

ter C, presenta j modalidades distintas. 

Designemos por f. la frecuencia absoluta de lamodalidad 
I 

C. y	 por h. la frecuencia rel'ativa de la clase CoO 
I I	 I 

Ll.amaremos tabla estadistica correspondienteal car.3'cter 

C con sus distintas modal idades, a una tabla de la forma que 

a continuacion se expone: 
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frecuencias
modalidades absolutas 

C1 I f 1 
fC2 I 2 

C. f. 
J J 

j 

L f
k 

= N 

k=l 

Ej s: 

frecuencias 
relativas 

h1 
h2 

h. 
J 

j 

L h
k = 1 

k=l 

a)	 Sea el caracter C CJJ.a..t{;tct;Uvo. 

Distribucion segGn formas de masas de superficie fo­

restal en Espana, en miles de hectareas y referidoal 

ano 1.972. Fu~nt~: Anu~o Ehta~(~~eo 1974. 

forma de masas miles de hectareas 
! 

Mont~ aLto 
Mo nt~ m~cUano 

Mont~ bajo 
MatOJUtM, pMtM 
Ij o;t!w;., 

7.351 
608 

2.006 
15.927 

b)	 Sea el caracter C eua~~vo. 

b-1)	 Caso de variable estadistica cU-6~~a. 

Distribucion de los beneficiarios de titulo de 

famil ia numerosa de primera categoria segGn nG­

mero de hijos referido al ana 1971. 

Fu~nt~: Anu~o eJ.,tadMtieo 1974. 
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nGmero de hijos 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 ,I 

beneficiarios 

128 
1.192 
4.528 

201.621 
84.303 
38.198 
17.878 

b-2)	 Caso de variable estadTstica Qo~nua 

Distribucion de porcentajes del pertmetro tora­

cico (en ems.) de espanoles varones, referido al 

ano 1973. Fuente: E~tad~~Qa de ~ectutam{ento 

y ~eemptazo de to~ Ej~c{to~. 

Perlmetro toracico 
en ems. 

Menos de 75 
"	 

De 75 a 79 
De 80 a 84 
De 85 a 89 
De 90 a 94 
De 95 a 100 
Mas de 100 

Porcentajes 

0,5 
4,1 

19,8 
35,4 
26,0 
11,2 
3,0 

2.2	 TRATAMIENTO DE LA INFORMACION.- En presencia de una distribu­

cion estadTstica existe un deseo espontaneo de simp! ificaciOn. 

Para ello se busca reemplazar la complejidad y multitud 

de datos por una caracterTstica unica. 

Ahora bien, conviene tener en cuenta que al reemplazar 

datos numericos por una sola notacion se traduce en una perdi­

da de la cantidad de informacion que poseemos de la distribu­

cion estadTstica. 
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A continuacion, veamos como procederemos de manera orde 

nada para estudiar una muestra. 

1.- Recogi~~~_datos.- Consiste en recoger una colecci6nded~ 

tos numericos proporcionados por la muestra. 

Ej: Tomemos las tallas de 100 soldados de un Regimiento es 

cogidos de manera aleatoria. 

2.- ~rd~na~ion _~_ los datos.- Una vez recogidos los datos nume 

ricos, los colocaremos en orden creciente 0 decreciente. 

3.- Tablas de frecuencia.- Con el fin de poder trabajar de for 

ma mas sistematica, construiremos tabJas de frecuencia co­

mo hemos visto en 2.1. 

En nuestro ejemplo, la tabla de frecuencia serra de la si­

guiente forma: 

Altura en ems. 
Numero de soldados 

f. 
1 

h. 
1 

----------­
160-164 
165-169 
170-174 
175-179 
180-184 
185-189 

I 

f--­

14 
28 
24 
18 
12 
4 

0,14 
0,28 
0,24 
0,18 
0,12 
0,04 

100 = N 1 -, 

A cada intervalo de la tabla de frecuencia se I lama ctc~e. 

4.- Lrmites de clase.- La forma de determinar una clase es dan 

do sus extremos, al extremo por la izquierda, Ie 1la~aremos 

Unu-fe -{nfletl-lOIL y al extrema por la derecha, Ie llamaremos 

Umd.e !.JUpeJUOIL. 

5.- Lfm:tes reales de clase.- A veces, como en el ejemr10 que 

estamos estudiando las clases no son consecutivas,esdecir 

el extrema superior de la segunda clase es 169 y no coinci 
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de con el extrema inferior de la tercera clase que es 170, 

en este caso haremos una aproximacion con el fin de que las 

clases sean consecutivas, de manera que el limite superior 

de una clase coincida con e1 limite inferior de la siguie.!:1.. 

teo 

De esta forma construiremos 

unos nuevos 1rmites que 1lama­

r emo s, .uJnd:.eJ.J !l.eMeJ.J de c.fM e. 

En nuestro ejemp10, los 1r­

mites reales de clase son los 

de la tabla adjunta. 

limites reales 

159,5 - 164,5 
164,5 - 169,5 
169,5 - 174,5 
174,5 - 179,5 
179,5 - 184,5 
184,5 - 189,5 

A los lrmites inferiores reales los representaremos por 

L. y	 a los superiores por L . 
I	 S 

6.- Tamano de clase.- Se llama tamano de c.fMe, a la diferencia 

entre eJ limite superior real y el lrmite inferior real de 

dicha clase. 

En general, es conveniente agrupar la distribucion en ­

clases de igual tamano. Al tamano de la clase 10 represen­

taremos por c. 

7.- Marca de clase.- Se 1lama ma!l.~a de c.fMe, al punto medio 

de la clase. 

Para calcular la marca de clase, se suman ell rmite sup~ 

rior real y el lrmite inferior real y se divide por dos. 

Por ejemplo, la marca de la tercera c1ase, sera: 

169,5 + 174,5 
c =	 = 1722 

2.3	 REPRESENTACIONES GRAFICAS.- Aun cuando 1a tabla estadrstica de 

una distribucion encierra toda la informacion, a veces es nec~ 

sario traducirla a un grafico con el frn de hacerla mas paten­

teo 

Veamos a continuacion distintos tipos de representacio­

nes graficas. 
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2.3.1. DIAGRAMA DE BARRAS.- Es especialmente util si se desea 

comparar datos cua] itativos 0 cuantitativos de tipo dis 

c reto. 

a) CulLUta.;t<.va dM C/teta . 

Ej: Distribucion de mujeres ingresadas en Maternida­

des segun su estado civil. 68637 

Lstudo 
civil 

Sol teras 
Casadas 
Viudas 
No consta 

numero de 
mujeres 

3.981 
68.637 

150 

646 

r(J 
•.-1 
o 
~ 
Q) 
::l 
o 
~ 

4-< 
3981 

646 
Fue.J'l;(:e.: Al1uaJt-ca E.!>tadM­

tica 1974 
S C V N.c 
e~l 

Ej: Distribuci6n de lotes segGn nGmero de piezas de 
16 

fectucsas 

numero de 
~efectuosas frecuencia 

por lo.te 
~----r----.-­ 7 

1 6 
2 14 
3 16 
4 7 
5 5 

II__. 

6 
--L­

2 
I 2 3 4 5 6 

2.3.2.	 DIAGRAMA DE SECTORES.- Consiste en representar mediante 

sectores circulares las distintas modal idades de un carac 

te,. Teniendo en cuenta que los sectores circulares han 

de tener un angulo central proporcional a la frecuencia 
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absoluta correspondiente. EI area del sector circular se 

ra proporcional a la frecuencia absolta. 

Ej: Distribucion de profesionales sanitarios en el ano: 

I 
Profesiones frecuencias 

M~d-<-c.o¢ 51594 
OdoYlt6togo-6 3613 
FaJtmac.wt-<"c.o~ 17498 
VeteJt-<-YlaJt-<-o-6 7462 
A. T.S. Z5 7 2 3 

MA DRI 0 OVIEDO 

2.3.3.	 PICTOGRAMAS.- Se util izan generalmente para representar 

la infomacion mediante un dibujo alusivo a la distribu 

cion que se estudia. 

Ej: Consideremos el numero de plazas de albergues juve­

niles en las cuatro provincias siguientes: 

Palencia 100 

Gerona 300 

Ovied1o 580 A AMadrid 850 
GERONA PAL ENCIA 

FUente:	 An~o Ehta~~co 1974. 

2.3.4.	 HISTOGRAMA~.- Ese tipo de representacion se util iza ge­

neralmente para variables contfnuas y consiste en repr~ 

sentar mediante un rectangulo, cada una de las modal ida­

des, de tal manera que las alturas de dichos rectangulos 

son iguales a las frecuencias de clase, en el supuesto 

de que todas las clases tengan igual tamano. En el caso 

contrario, las alturas han de ser calculadas teniendo ­

en cuenta que las superficies de los rectangulos han de 

ser proporcionales a las frecuencias de cada clase. 

Ej: Distribucion de parados enmilessegun ramas de acti 
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127 

vidad. 

Rama de actividad frecuencia 
en miles 

AGRICULTURA 29 
INDUSTRIA 127 
COMUNICACIONES 
Y TRANSPORTES 16 
OTROS SERVICIOS 24 

A I C S 

2.3.5.	 POLIGONO DE FRECUENCIAS.- Se llama pO~90no de o~ecuen-

~ a la linea que une los puntos medios de las bases 

superiores de 105 rectangulos de un histograma de fre­

cuencias. 

En el caso anterior el poJlgono de frecuencias sera el 

marcado en linea gruesa. 

2.3.6.	 DIAGRAMAS LINEALES.- Este tiro de diagramas son muy uti 

1izados para mostrar el cambio de valores con el paso ­

del tiempo 0 eqad. 

Lo que interesa en este tipo de diagramas es solamente 

la altura de la linea referida a la base del diagrama. 

Ej: Distribucion de nacimientos, matrimonios y defuncio 

nes en	 el ana 1974. 

J J A SON 0E F 1-i A 

40 ~r--__+-+__+-+___+-t__+_-t__+_-t___l 

60 

miles 
801+------­
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2.3.7.	 OTRAS REPRESENTACIONES.- Si en las representaciones gr! 

ficas anteriores representamos sobre el ejedeordenadas 

las frecuencias relativas en lugar de las absolutas, o~ 

tenemos 10 que se llama, poUgono de nJtec.uenC'.i.M JtuCLU 

Vah e ~togJtama de nJtec.uen~ JtuCLUvah. 

La suma de las frecuencias absolutas de las clases infe 

riores a una dada, mas la de la dada se llama nJtec.uenc.ia 

ab~o{uta ac.umuiada. 

Las frecuencias absolutas acumuladas divididas porel nu 

mere de datos nos dan las frecuencias relativas acumula 

das. Util izando estas frecuencias obtendremos poUgono~ 

e ~togJtamah de nJtec.uen~ ab~o{utah ac.umuiadah 0 po­

UgonM e ~:togJtamah de nJtec.uenuah JtuCLUvah ac.umuia­

da6. 

3. MEDIDAS DE CENTRALIZACION 

Se Ilaman medidah de c.ent.!tatizau6n, a los valores que tien­

den a situarse en el centro del conjunto de datos ordenados res 

pecto a su magnitud. 

Veamos a continuacion, mediante un organigrama las distintas 

medidas de central izacion. 

media aritmetica 

DE TAMAf\lO 
media 
media 

geometrica 
cuadr~tica 

media armoni\::a 

MEDIDAS DE 
CENTRALIZACION mediana 

DE POSICION cuartiles 
deciles y percentiles 

DE FRECUENCIA moda 

3. 1 MED IA AR ITMET ICA . - La media aJUXmfuc.a ;;; de un conj un to de n nume 

ros xl' x2 ' , x n que se presentan con frecuencias absolu­

tas f l , f 2 , ,fn ' respectivamente es: 
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+ f x + + f xLf.x. f 1xl	 ~f.x.I ,	 2 2 n n I I x 
f + + Nf 1 + fLf i 2 n 

Ahora bien, cuando se trata de datos agrupados tomaremos las x. 
I 

como las rna rca s de clase, perc a pesardeello resulta bastante 

incomodo su calculo, por 10 que conviene real izar un cambio de 

variable. 

Para el 10 elegiremos un origen de trabajo que I lamaremos 

x (que puede ser la marca de la clase con mayor frecuencia). Sea 
o 

c Ja ampl itud de los intervalos de clase que supondremos consta~ 

teo En estas condiciones real izamos el siguiente cambio de varia 

ble: x. = x + cu. , siendo u. la nueva variable. 
I	 0 I I 

Por tanto, tendremos: 

"f.(x+cu.) "fLJ I 0 I LJ 1
.u.

I 
x + c 

N N 

Luego: x x + C U 
o 

3.2	 MEDIA GEOMETRICA.- La me~a geom~~a G de un conjunto de n nu 

meros Xl' x ' ... , x que se presentan con frecuencias
2 n
 

... , f , respectivamente, sera:
 
n 

n 

siendo NG 

3.3	 MEDIA CUADRATICA.- La me~ ~uadJt6;t,{.~a Qdeun conjunto dennume­

ros Xl' x ' •.• , x que se presentan con frecuencias f 
l 

, f
2

, ... ,
2 n
 

... , f , respectivamente, sera:
 
n 

Q 
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3.4	 MEDIA ARMONICA.- La me~ arom6~ca H de un conjunto de numeros xl' 

x2 ' ... , x ' que se presentan con frecuencias absolutas f l , f 2 , .. n
 
... , f , respectivamente, sera:
 n

f +	 f 2 + ... + fl	 n
H 

f	 f f
l	 2 n 

-+	-+ + ­
x xxl 2 n 

3.5	 RELACION ENTRE ESTAS MEDIDAS.- A partir de las definicior.es de ­

las medias que acabamos de ver, se obtiene, la siguiente relaci6n 

que 1iga las diferentes medias 

H <	 G < x < Q 

3.6	 MEDIANA.- La mediana de un conjunto de datos ordenados es un nu­

mere que ocupa el valor medio de la distribuci6n estadlstica. 

a) Datos no a9~pado~ 

Supondremos los datos ordenados en orden creciente 0 decrecien 

teo 

Si hay un numero impar de datos, la mediana viene dada por el 

valor medio. 

Si hay un numero par de datos, la mediana viene dada por la me 

dia aritmetica de los valores medios. 

b)	 Datos a9~pado~ 

En este caso el valor de la mediana se obtiene por interpola­

ci6n lineal y viene dado por la siguiente expresi6n: 

-	 - (If)
2N 1 )M = L. + f C 

I ( mediana 

L.	 = 'limite inferior real de la clase mediana 
I 

N	 numero total de datos, es decir, suma de las frecuencias 
absolutas 
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(If),	 suma de las frecuencias absolutas de todas las clases an 
terio,es a la clase mediana 

f d'	 = frecuencia absoluta de la clase mediana me lana
 
c = tamano del intervalo de la clase mediana.
 

Ge.omUJU.eame.nte..- La mediana es el valor de la abcisa x, que co 

rrespondea la vertical que divide al histograma de frecuencias, 

en dos partes de igual area. 

3.7	 CUARTILES.- Acabamos de ver que la mediana divide al histograma 

de frecuencias en dos partes de igual area. 

Del mismo modo se definen otras dos medidas de central iza 

cion que son los cuartiles. 

~~Y!?:J!!Wn0_~_!l.de.Yt_Q,l . - Es e I va I or de 1a abc i sa que corre~ 

ponde a la vertical que divide al histograma de frecuencias en 

dos partes, dejando a la izquierda de Q, la cuarta parte de la 

distribucion y a la derecha de Q, las tres cuartas partes de la 

distribucion. 

El valor de Q1 viene dado par la siguiente expresion: 

N -	 (If), )
Q, = L + ---:.-4_. c 

j ( f . I	 10cuartl 

Cu~Y~rYAe~~~!l.de.~Q3 - Es el valor de la abcisa que corres 

ponde a la vertical que divide al histograma de frecuencias en dos 

partes, dejando a la izquierda de Q las tres cuartas partes de la
3 

distribucion y a la derecha de Q fa cuarta parte de la distribu­
3
 

cion.
 

El valor	 de Q viene dado par Ja siguiente expresion:
3 

3N _	 (I f)
1! 3 

Q") =	 L.I +( 
3 0f cua rt i I 
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\ cua rt ill ° L. =	 limite inferior real de la clase que contiene al 
I	 Icuarti13° 

( Lf)l 3 suma de frecuencias absolutas de todas las c lases an­
,	 lcuartil 1°teriores a la que contiene al 

cuartil 3°
 
N numero total de datos
 

cuartil1°
 
c ==	 tamaiio del intervalo de la clase l cuartil 3° 

3.8	 DECILES Y PERCENTILES.- Analogamente al concepto de cuartil, 11~ 

maremos deCA~eh a los valores que dividen al conjunto de datos 

en diez partes iguales y los representaremos por: 

por; 

Es evidente que M = Q2 

Del mismo modo, llamaremos peAc.e.I'Lt:-.Ueh, a los valores que dividen 

el conjunto de datos en cien partes iguales y los representaremos 

En general, a valores como cuartiles, deciles, percentiles y to­

dos aquellos que obtengamos por subdivisiones anJlogas del con ­

junto de datos los Ilamaremos c.ua~eh. 

3.9	 MODA.- Llamaremos moda de un conjunto de datos y representaremos 

por M ' al valor de la variable estadlstica ~~resenta may~ ­
o 

frecuencia. Tambien se I lama valo~ do~nante.. 

La moda puede no existir, aSI como no ser Gnica, en el ca 

so de que haya dos modas 1a dis t r i buc ion se II ama ra b-i.modal, yen 

general cuando la moda sea multiple la denominaremos, m~odaf. 

Para el calculo de la moda, hemos de distinguir dos casas: 

a) Variable estadlstica discreta.- En este caso la moda 

queda perfectamente definida, pues basta ver cual es el 

valor de la variable que presenta mayor frecuencia. 

b) Variable estadlstica contlnua.- En este caso, solo es 

posible conocer la clase modal que correspondera a la 

clase que tenga mayor frecuencia . 

.,
 



J.R.VIZMANOS - R.ASENSIO16 

Una primera forma de definir la moda serla la marca de la 

clase modal, pero veremos una expresi6n mas exacta ~ara ­

el calculo de la moda. Esta expresi6n es la siguiente: 

"0 +( ,,':,,) cU 

Donde: 

L.	 1Imi te inferior real de la clase modal 
I 

diferencia entre 1a frecuencia absoluta de la claseIII 
modal y la clase anterior 

diferencia entre la frecuencia absoluta de la clase112 
modal y la clase siguiente 

c = tamaiio del intervalo de la clase modiJ1. 

3.10	 RELACION EMPIRICA ENTRE MEDIA, MEDIANA Y MODA.- En el casodeque 

la distribuci6n solo tenga una moda y no sea muy asimetrica se 

comprueba empiricamente la siguiente relaci6n: 

x - M 3 ex - M)o 

Por supuesto que en las curvas simetricas, 105 valores de 

la media, mediana y moda coinciden. 

4.	 CARACTERISTICAS DE DISPERSION 

A veces no basta con conocer 105 valores centrales, yaque 

es mas importante conocer en que medida los datos numericos es­

tan agrupados 0 no alrededor de la media. A esto es a 10 que se 

1,1 ama dMpeJ[.f.JJ..6n. 

4.1	 RECORRIDO.- Se llama!Lec.oJUUdo, ala diferencia entre el limite 

superior real de la ultima clase y el limite inferior real de la 

primera clase. Tambien se 1lama !Lango. 

4.2	 RECORRIDO INTERCUARTILICO.- Se lliJma aSI a 1<1 difere:l:ia entre los 

cuartiles de tercero y primer orden. Es decir: Q - Ql .
3 

•
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E1 recorrido intercuartil ico es una medida de dispersi6n 

que el imina la influencia de los valores extremos. 

4.3	 DESVIACION MEDIA.- Se llama de;.,v.w.u6n med-<it, a la media aritme 

tica de las desviaciones de los datos respecto a la media, cons~ 

deradas estas desviaciones en valor a so ut . 

Es decir: "'f. Ix. -xlL..J J I
D- =	 x. - x I 

x	 1 

En real idad se deberia lIamar de.6V.ULU6Yl. ab,60futa me.d.w., Jte;.,pe.c;to 

a fa me.Ma. 

4.4	 DESVIACION TIPICA.- Se define la desviaci6n tipica como la raiz 

cuadrada de la media aritmetica de los cuadrados de las desvia­

ciones respecto a 1a media. 

Es decir: 

L: f. (x. - x/
s= _1_1~ N 

Haciendo operaciones en la expresi6n de la desviaci6n ti ­

pica, podemos obtener una expresi6n que con frecuencia resulta 

mas c6moda 

"'f.(x.-X)2 f.(/- zxx.+x2)
L..J I I = 1 1 1 _ 

s =
 
N ~N
 

2	 2
LLx. L:Lx.	 L: f.x. . I 1 - 1 1 -2 Lfj 1 I -22 x + x	 x=J	 =JN N N N 

L:Lx.
 
ya que como se recordara I 1 = x y
 

N 

Ah r bien, en los casos de datos agrupados, conviene 

real izar un cam io de variable, analogo a como vimos para la 

media aritmetica, on el fin de hacer los calculos mas senci­

1los. Sea c la amp] itud de los intervalos, elegimos x como el 
o 
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nuevo or igen de trabajo y sea u. la nueva variable, con 10 que
I 

x. 
I	 

x
0 + cu. ~ 

_I =} x. -	 x = du. -U)x x +	 c U I I 
0 

y sustituyendo resulta: 

2 2 2f.(x.-X) f.c (u.-U)
I I I I	 -2L:s = u 
N N 

A la desviacion tfpica, tambien se la 1 lama d~v~a~6n 

~tandaA 0 d~v~a~6n cua~ca media. 

4.5	 VARIANZA.- Se define como v~nza, el cuadrado de fa desviacion 

tfpica. 
2

Es decir: s 
N 

4.6	 COEFICIENTE DE VARIACION.- Es el cociente entre la desviacion 

tfpica y la media aritmetica. 

Es decir: d s 

x 

Observese que el coeficiente de variacion no tiene gran 

util idad cuando la media X, se aproxima acero, ya que entonces 

d toma valores infinitamente grandes. 

4.7	 MOMENTOS RESPECTO AL ORIGE~.- Llamaremos momento de o~den ~ ~~ 

pecto at o~gen y representaremos por C't ' a la siguiente expr~ r 
s ion:	 ~f .x~L.J I I 

C't 
r 

N 

Observese que el momenta de primer orden respecto al ori 

gen es la media aritmetica. 
~f.x.L.J	 I IEs decir:	 ===---- = XC't 1 

N 

4.8	 MOMENTOS RESPECTO A LA MEDIA.- Llamaremos momento de o~den ~ ~~ 

pecto a ~a me~a y representaremos por mala siguiente expre­
r . ~ 

Slon: 

III 
r 

N 
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A los momentos respecto a la media, tambien se llaman ma 
menta-6 c.entJz.a.£.u . 

Observese que el momento central de primer orden, es nulo. 

En efecto, ya que: ~fo(x.-Xi ~f.x. ~f.
L.J' I L.J I I -L.J I 

= ==---N--- x---=x-x om1 
N N 

EI momento de segundo orden coincide con I a varianza. 
-) 2En efecto:	 Lf.(x. - x 

I I 2 m	 s2 
N 

4.9 RELACION ENTRE LOS MOMENTOS CENTRALES Y RESPECTO AL ORIGEN.­

m	 = 2:)i(Xi-x) = 0
 
1 N
 

L -2
f. (x. - x) ~f.i

2I I L.J I I -2 
x s 

N	 N 

" f.
I 

(x. - Xi 3 ~f.x~
-L.J"f .i 2Lf ox.L.J I L.J I I I I	 _3~fi 

3x + 3><---'-1 x ---= 
N N N N N 

(:(3 -3 (:(1 (:(2 + 2 (:(; 

L f. (x.- X)4 
___I _1- --. = (:(4
 

N
 

Y as! sucesivamente. 

Para el calculo de los momentos conviene real izar el cam­

bio de variable uti! izado en el calculo de la media aritmetica y 

desviaci6n t!pica. 

Es decir: X. + c ~I Xo i} x. - X du. - U)
I IX = X + C U 

o
 

Por tanto resulta:
 

~ f. (x. - Xi r '" f. (u 0 U) r-r L.J I IL.J I I 
C 

m
r N N	 N 
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5. MEDIDAS DE FORMA 

Ademas de las medidas de central izacion y de dispersion 

conviene al estudiar una distribucion conocer su 6o~a mediante un In 

dice 10 mas simpl ificado posible. 

5.1 SESGO.- Se denomina ~~go a la mayor 0 menor simetr!a 0 asimetrra 

de una distribucion. 

Si la curva de frecuenci~s de la distribucion tiene una 

"cola" mas larga hacia la izquierda que hacia la derecha respec­

to al maximo central, se dice que la distribucion esta ~~gada a 

ta ~zq~enda 0 que tiene sesgo negativo.En el caso contrario se 

dice que la distribucion esta ~~gada a ta denecha 0 que tiene 

sesgo positivo. 

A las distribuciones con sesgo	 nulo, se las llama ~~~g~ 

dM. 
El coeficiente de sesgo viene dado por la expresion: 

x - M 
o ·v 

s 

sesgada a la dcha. insesgada sesgada a la izda. 

A este coeficiente de sesgo, se le conoce como primer coe 

ficiente de PEARSON. 

5.2 COEFICIENTE DE ASIMETRIA.-	 Se denomina as! a otra importante me­

dida	 del sesgo, definida del siguiente modo:
 

"'f.(x. _X)3

L.J I I 

y 1 
N 

Como en el caso anterior, este coeficiente es nulo para 

las distribuciones insesgadas, negativo para las distribuciones 
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con sesgo a la izquierda y positivo para las distribuciones con 

sesgo a la derecha. 

A este coeficiente, tambien se Ie llama primer coeficien 

te de FISHER. 

5.3	 CURTOSIS.- Se denomina c.uJl-tOf.>-06 al grade de "apuntamiento"deuna 

distribuci6n. 

Generalmente, se compara el mayor 0 menor apuntamiento de 

una distribuci6n con la curtosis de la distribuci6n normal. Por 

10 que viene expresado en la forma: 

3y 2 

De esta forma el coeficiente de curtosis Y2' sera nulo p~ 

ra la distribuci6n normal. Si Y es negativo, se trata de una
2 

distribuci6n menos apuntada que la normal y recibe el nombre de 

ptanic.~c.a. Si Y2 es positivo, se trata de una distribuci6n 

mas apuntada que la normal y recibe el nombre de teptoc.~c.a. 

A las distribuciones con coeficiente de curtosis nulo se 

Ias 11 ama mef.>oc.~c.M. 

~ 
platicurtica mesocurtica 

********************* 

leptocurtica 
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PROBLEMAS RESUELTOS
 

1.1 Ei J1Ume.!w de hA.-j0-6 de 20 6anI,(Ua!.l -6'Uec.uortadall a1. ((ZM, M U
 
-6-<-gtUe~e; 3, 1, 2, 2, 1, 5, 2, 2, 0, 6, 3, 2,4, 3,4, 2, 3, 1, 7, 6
 
aJ FOJuna)t.f.a :tabea de 6Jtec.u.ertUM.
 
bJ Co rt-6:tnJ.cU!. e1. c.OJtJtM portMe.nte cLi.agnama de baMa!.l.
 
c.) Con6.t!l.tU/1 et pO~90no de oJtec.uertc.-<-a-6. 

SOL U C ION: 

0) Tabla ~e frecuencias 

nOde hijos 

° 1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

b) Dia rama de barras 

recu(,~nto 

I 
III 
IIIII I 
IIII 
II 
I 
II 
/ 

frecuencia 
ahc;oluta f, 

1­

1 

3 
6 
4 
2 
1 

2 
1 

N=20= L~>i 

Ifrecuencia 
relativa 11. 

1­

0,05
 
0,15
 

0,30
 
0,20
 
0,10
 
0,05
 
0,10
 
0,05
 

1 = L: hi 

c) Poligono de frecuencias 

° 2 3 4 5 6 72° 
****************** 
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7,33 7,32 7,34 7,40 7,28 7,29 7,35 7,33 7,34 7,28 
7,31 7,35 7,32 7,33 7,33 7,36 7,32 7,31 7,35 7,36 
7,26 7,39 7,29 7,32 7,34 7,30 7,3'1 7,32 7,39 7,30 
7,33 7,33 7,35 7,34 7,33 7,36 7,33 7,35 7,31 7,33 
7,37 7,38 7,38 7,33 7,35 7,30 7,31 7,33 7,35 7,33 
7,27 7,33 7,32 7,31 7,34 7,32 7,34 7,32 7,31 7,36 
7,30 7,37 7,33 7,32 7,31 7,33 7,22 7,30 7,29 7,38 
7,33 7,35 7,32 7,33 7,32 7,34 "7,32 7,34 7,32 7,33 

aJ fC:llYYlCV'L Ra tCLbta de tltec,lle.l7Uc~. 
b) COMVUl-Ut e£ wtogltama de 6Itec. LH~.I1 C--tCC6 ab-60tLLtcv., . 
c.) PoL[gono de nlteC.llenucv., CLb-60flltcv.,. 
d) ConhttL~ e£ wtogltama de 6ltec.uenc.~ abhotLLtc~ ac.wnutadcv., . 
e) PoL[gono de fJltec.llenucM abho£~tcv., ac.umutadcv.,. 

s o L U C I o N : 

a) Tabla de frecuencias: 

El rango es la diferencia entre el mayor y el menor valor del pH. 

Es decir: 7,40 - 7,26 = 0,14 

Construiremos 15 clases.Tomando 0,005 por la izquierda y por la 

derecha de las primcra y ultima clase respectivamente, resulta: 

7,405 - 7,255 m 0,15 
0,15

Luego el tamano del intervalo de clase sera: 0,0115 

clases 
marcas 

de cla"e 
recuento f. 

1 
h. 

1 
F. 

1 
H. 

1 

\-. 

7,255-7,265 7,26 / 1 0,0125 1 0,0125 
7,265-7,275 7,27 I 1 0,0125 2 0,0250 
7,275-7,285 7,28 II 2 0,02:;0 4 0,0500 
7,285-7,295 7,29 III 3 0,0375 7 0,0875 
7,295-7,305 7,30 IIIII 5 0,0625 12 0,1500 
7,305-7,315 7,31 IIIII II 7 0,0875 19 0,2375 
7,315-7,325 7,32 IIIII IIIII IIII 14 0,1750 33 0,4125 
7,325-7,335 7,33 IIIII IIIII IIIII III 18 0,2250 51 0,6375 
7,335-7,345 7,34 IIIII IIII 9 0,1125 60 0,7500 
7,345-7,355 I 7,35 IIIII III 8 0,1000 68 0,8500 
7,355-7,365 7,36 

! 

IIII 4 0,0500 72 0,90no 
7,365-7,375 7,37 II 2 0,0250 74 0,9250 
7,375-7,385 7,38 III 3 0,0375 77 0,9625 
7,385-7,3CJ5 7,39 II 2 0,0250 79 0,9875 
7,395-7,405 7,40 I 1 0,0125 80 1,0000 
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c) Pollgono de frecuencias ab­
solutas: 

b)Histograma de frecuencias ab­
solutas: 

f. 
~ f. 

~ 

x. 
~ 

e) Pollgono de frecuencias ab­
solutas acumuladas: 

d)Histograma de frecuencias ab­
solutas acumuladas: 

79 80 
F. 
~ F. 

~ 

I 7 

x. 
~ 

****************** 

1.3 SQ ha me.d..£do fa fOYlgaud de. 50 iYld..£viduOl.> adu.Uof.> de. una dueJt­
m{.nada	 eJ.l pe.ue. de. Jz.a.na, 0 b.te.vu.e.ndof.> e. lM f.>i.glUe.Yl.teJ.l 1teJ.l u.UadOl.> : 

32,1 31,0 32,6 30,0 32,8 31,4 32,0 30,0 30,1 31,8 
34,0 31,7 33,0 31,0 32,3 32,6 32,0 31,4 30,2 32,0 
33,0 31,4 32,4 31,6 32,7 34,0 33,2 33,1 33,7 31,0 
31,8 33,0 32,3 31,4 32,4 31,4 34,0 33,4 32,7 32,3 
32,2 33,1 34,2 31,3 29,6 32,7 33,0 31,4 32,6 33,0 

a) foJrmaJr. la .tabla de. 6lte.C.U.e.I1UM.
 
b) COI1f.>tJu.UJt U h,lJ.,t.ogltCU'lla de. 6lte.C.U.e.YlU.M ItUa..:t{.VM.
 
c.) PoUgono de. olte.c.u.mUM ILUa..:t{.VM.
 
d) COI1f.>.t!tlUlt U h,lJ.,t.ogJtama de. 6lte.c.u.e.nuM ItUa..:t{.VM ac.u.mu.tadM.
 
e.) PoUgono de. 6lte.c.u.e.nuM ItUa..:t{.VM ac.u.mu.tadM.
 

SOL U C ION: 

a) Tabla de frecuencias: 

x. 
~ 
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El rango es 34,2 - 29,6 = 4,6. Agruparemos los datos en cinco cIa 

ses de 1 em de amplitud cada una, siendo el limite inferior real 

de la primera 29,5 y el superior real de la ultima 34,5 

limites reales recuento f. 
l 

h. 
l 

H. 
l 

29,5 - 30,5 
30,5 - 31,5 
31,5 - 32,5 
32·,5 - 33,5 
33,5 - 34,5 

IIIII 
IIIIIIIIII 
IIIIIII/IIIIII 
IIIIIIIIIIIIIIII 
IIIII 

5 
10 
14 
16 
5 

0,1 
0,2 
0,28 
0,32 
0,1 

0,1 
0,3 
0,58 
0,90 
1,00 

b) HisLograma de frecuencias c) Poligono de frecuencias 
relativas: relativas: 

30 31 32 33 34 X. 
I 

d)	 Histograma de frecuencias 
acumuladas: 

h. h.
I I 

e)	 Poligono de frecuencias 
acumuladas: 

30 3 1 32 33 34 X. 
I 

H.H. 
II 

30 31 32 33 34 A. 
I 

**************** 
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1.4 U. YlUmeJ!.O de. ac.u.de.YLte..o moJrXMe.J.> 
Ylue.ve. diah haYl ~~do: 6, 4, 8, 1, 
a) Ha..e.laJl. ta me.d..i.a aJU.;tmWc.a. 
b) Ha..e.laJl. ta me.d..i.a ge.omUMc.a. 
c.) Ha..e.laJl. ta me.d..i.a c.ua~c.a. 

d) Ha..e.laJl. ta me.d..i.a aJl.mO~c.a . 
e.) Re..f.au.oYl e.nt!l.e. e.J.>tM me.d..i.M. 

SOL U C ION:
 

a) Media aritmetica: x =
 

b) Media geornetrica: G = 

tornando logaritmos, resulta: 

+ log x ) = +L log xin 

5,08263
log G = 0,56473

9 

N 

tomando antilogaritrnos resulta: 
4 
5G = antilg 0,56473 3,67054 
6 
7 

G '" 3,67 8 

39 

c) Media cuadratica: 

:~ X~ 
Q 

+ 2
X

2 + . + x 2 

n :~L:~ 
N 

d..i.aJUOf.> e.Yl UYla gMYl u.udad e.Yl 
5, 3, 3, 7, 2. 

39 ­4,333; x '" 4,33
5 

log G = 

= (x 1 ·x2 ••• .x 

x. 
l 

1 
2 
3 
3 

1/N 
)n 

.. + 

log xi 

0,00000 
0,30103 
0,47712 
0,47712 
0,60206 
0,69897 
0,77815 
0,84509 
0,90309 

2 x. 
l 

1 
4 
9 
9 
16 
25 
36 
49 
64 

1 
-­

X. 
l 

1,000 
0,500 
0,333 
0,333 
0,250 
0,200 
0,166 
0,142 
0,125 

I 

5,08263 213 3,049 

:~2;3 =4,86 

Q '" 4,86 I' 

d) Media arrnonica: 

NN 9 
~ 2,95H 

3,049 
. + 

x 
n 

H '" 2,951 
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e) Relacion entre estas medias: 

Como x'" 4,33; G'" 3,67; Q '" 4,86; H '" 2,95. 

Se tiene que 
H < G < x < Q 

******************* 

1.5 U. rtUmeJl.O de -<'rtcUV-<.dUM mwuLto.6 pOll c.6.tefW. ert un due!Lm-<.na.do 
paM	 pOll ano, ert eJ'. .tJr..a.11.6 c.uM 0 de 11 ano.6, hart .6-<'do: 

2, 17, 5, 8, 12, 3, 2, 8, 12, 12, 3. 
a) HctUM ia mecUa aJU.;tmWc.a. 
b) HctUM ia med-<.a 9eomUJr..-<.c.a. 
c.) HctUM ia mecUa c.uadflauc.a. 
d) Ha.tiM fa med~a a!lmovt-<.c.a. 
e) Ref.au6rt e.ltVte eJ.>..ta.6 me~. 

SOL U C ION: 

En este caso podemos considerar los datos como una serie de datos agr~ 

pados, en la que el nGmero de veces que se presenta cada dato seria 

la frecuencia absoluta correspondiente. 

Con 10 que construiremos la siguiente tabla: 

X. 
1 

f. 
1 

f.x. 
1 1 

log X. 
1 

f .. log x. 
1 1 

f.x~ 
1 1 

f. 
1 -­

X. 
1 

2 2 4 0,30103 0,60203 8 1,0000 
3 2 6 0,47712 0,95424 18 0,6666 
5 1 5 0,69897 0,69897 25 0,2000 
8 2 16 0,90309 1,80618 128 0,2500 

12 3 36 1,07918 3,23754 432 0,2500 
17 , 1 17 1,23045 1,23045 289 0,0588 

11 84 4,68984 8,52941 900 2,4254 

a) Media aritmetica: 
84 

-1-1­ = 7,63. x '" 7 ,63 

b) Media geometrica: 

tomando logaritmos resulta: log G 

f 
n 

x 
n 

8,52941 
11 

0,775403 Y tomando antilogaritmos resulta: G '" 5,96 
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c) Media cuadratica: Q =~~:iX: =~ 9 
1 
0 
1 
0 ~ 9,04; Q ~ 9,04 

d) Media armonica: H 
N 

I:~x. 

11 
2,4254 

~ 4,53; H ~ 4,53 

l 

e) Relacion entre estas medias: 

Como x ~ 7,63; G ~ 5,96; Q ~ 9,04; H ~ 4,53. 

Se tiene que: 

********************** 

1.6 La ci{)):tJU..buu6n de. 500 v,.:t.ucUa.M.v, de. p!U.JneJ!. C.uMO de..fa Fac.u.f.­
.:tad de. Me.cUc..iJ'la de. .fa UrUve.M-idad Comp.fLLte.n..oe. de. MadJr...i..d, ugun e..e. pu.f. 
M (.fa.:t.-idOJ.> pM rru:.nLLto), .:Ut..aJ:, una hOM de. 0 bJ.J eJ!.va.u6n, V, .fa J.J-igu.-ie.n-=­
.:t.e. : 

SOL U C ION:
 

40-49 3 
50-59 8 
60-69 70 
70-79 195 
80-89 125 
90-99 86 

100-109 12 
110- 119 1 

Se trata cono vemos, de una distribucion de variable estadistica 

continua, en la que se han agrupado los datos en ocho clases de igual 

tamano. Construiremos los Iimites reales de clase y ha:.-'emos un cambio 

de variable para facili'tar el calculo de la media x. 

Iimites 
de clase 

limites reales 
de clase 

f. 
l 

u. 
l 

f.u. 
l l 

40 - 49 
50 - 59 
60 - 69 
70 - 79 
80 - 89 
90 - 99 

100 - 109 
110 - 119 

39,5 - 49,5 
49,5 - 59,5 
59,5 - 69,5 
69,5 - 79,5 
79,5 - 89,5 
89,5 - 99,5 
99,5 -109,5 

109,5 -119,5 

3 
8 

70 
195 
125 

86 
12 

1 

-3 
-2 
-1 

0 
1 
2 
3 
4 

-9 
-16 
-70 

0 
125 
172 

36 
4 

500 242 
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"'f.u.LJ l l
Media aritmetica: x = x + C U = x + C o	 0 N 

x	 es el nuevo origen de trabajo, que en nuestro caso es la marca de 
o
 

la cuarta clase, es decir: x 74,5.

o 

242
Por tanto: x = 74,5 + 10 -sao- = 79,34 x = 79,34 

******************* 

1.7 Ef mlmVto de. C.·1-Ut6 de. 10 6~ de. u..na de.te.J1.Yl'L£nada e.J.J pe.ue., 
e.J.J e.R. -6 .tgtUe.n-te.: 5, 4, 0, 8, 3, 6, 2, 9, 3, 7.
 
aJ Cafc.u1aJt fa me.cUcma.
 
bJ Cafc.u1aJt fa Inada •
 

SOL U C ION: 

a) Mediana: 

Ordenamos en orden creciente los datos: 

0, 2, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

Como se trata de un nG.mero "par" de terminos, la mediana vendra 

dada por la media aritmetica de los dos terminos centrales . 
4 + 5

Es	 decir: = 2 4,5M 

b)	 Moda: 

Observese que se trata de una distribucion de variable estadlstica 

discreta, por tanto, la moda sera el valor que se presenta con rna 

yor frecuencia. 

Es decir: M = 3 
o
 

Luego la distribucion es unimodal.
 

******************* 

1.8 Ef mlmVto de. pUafM de. 13 6fO!Le.J.J de. una de.te.J1.Yl'L£nada e.J.J pe.ue. 
e.J.J e.R. -6 -<.gtUe.n-te. : 8, 10, 6, 5, 8, 11, 8, 10, 7, 10, 7, 10, 9.
 
a) Cafc.u1aJt fa me.d-<.ana.
 
bl Cafc.u1aJt fa moda.
 
c.l Cafc.u1aJt to-6 c.u.aJt.tA:R. e.J.J de. plUmVto fj teJtc.Vt altde.n •
 
dJ Cafc.u1aJt e.R. Ite.c.o!l.!l.!l.-<.do -<.n-teJtc.u.aJr.tiUc.o.
 

SOL U C ION:
 

a) Mediana:
 

Ordenamos	 en orden creciente los datos:
 

5, 6, 7, 7, 8, 8, 8, 9, 10, 10, 10, 10, 11
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Como se trata de un nGmero "impar" de terminos, la mediana vendra 

dada por el terminG central. Es decir: M = 8 

b)	 Moda: 

Sera el valor que presente mayor frecuencia. Es decir: A 10 
o 

c) Cuartiles de primero y tercer orden: 

- Cuartil primero: Sera la mediana de la semiserie de la izquierda 

en que la mediana divide a la serie de datos dada. 
7 + 7

Es	 decir: Q = 7
1 2 

- Cuartil tercero: Analogamente sera la mediana de la otra semise­
10 + 10

rie. Es decir:	 -'--2--'---- = 10 

d)	 Recorrido intercuartllico: 

********************* 

1.9 COn6-<-dVLando el- vaiOft te6Jt{c.o del- metabowmo beu.,ai -<-guai a 100 
,to,6 Va-tOftM obl.>Vtvadol.> en 50 btcitvtdu0,6 han dado £'0,6 J.>--tgtUeYLtM ft~sut 

tad0,6: 
102 98 93 100 98 105 115 110 99 120 
115 130 100 86 .... 95 103 105 92 99 134 ­
116 118 88 102 128 99 119 128 110 130 
112 114 106 114 100 116 108 113 106 105 
1'20 106 110 100 106 117 109 108 105 106 

Caic.u1~ agJtupando £.01.> do.;t0,6 en 10 c.£.eu., M, £'0,6 l.>--tgtUeYLtM vaioftM: 
a) MecLi..a euUtmUtc.a. d) CU~M de p~Vto Ij tVtc.e'l. o.'l.de;:. 
b) Me.cLi.arw. e) Rec.a!l..JUda --tYLtVtc.~c.a. 
c.)	 ,'v{ ada. 

SOL U C I o N: 

Como e1 rango 0 recorr~dG es 134 - 86 = 48, Y hemos de construir 10 

clases, e 1 tamano de cada clase sera ~ '" 5 
10 

a)	 Media aritmctica: 
""f.u.LJ 1 1 

x = x + C U = x + C	 107 + 5~ 108,7 
o 0	 50 

N 

b)	 Mediana: 

segun observamos en la columna de frecuencias acumuladas la clase 

mediana es la quinta, de llmites 104,5 - 109,5. 
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Por tanto: 25-17 107,83M L. + c + 5 12 
~ 

clases marcas f. 
~ 

F. 
~ 

u. 
~ 

f. u. 
~ ~ 

84,5 - 89,5 
89,5 - 94,5 
94,5 - 99,5 
99,5 -104,5 

104,5 -109,5 
109,5 -114,5 
114,5 -119,5 
119,5 -124,5 
124,5 -129,5 
129,5 -134,5 

87 
92 
97 

102 
107 
112 
117 
122 
127 
132 

2 
2 
6 
7 

12 
7 
7 
2 
2 
3 

2 
4 

10 
17 
29 
36 
43 
45 
47 
50 

-4 
-3 
-2 
-1 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

- 8 
- 6 
-12 
- 7 

0 
7 

14 
6 
8 

15 

17 

c)	 Moda: 

La clase modal es la que tiene mayor frecuencia. Por tanto, la cIa 

se modal tambien sera la quinta de limites 104,5 - 109,5 

12	 - 7 
M L i + C (1'11 

\:.: 104 , 5 + 5	 107 
o	 (12-7)+(12-7)1'1 + 1'1 )

1 2 

d) Cuartiles de primero y tercer orden: 

- Cuartil de primer orden: 

La clase que contiene al cuartil primero sera aquella en la que se 

alcanza la cuarta parte de los individuos de la distribucion. Obser 

vando la columna de las frecuencias acumuladas, vemos que la clase 

que contiene al primer cuartil es la cuarta, de limites: 99,5-104,5 

Por tanto: 
12,5-10

99,5 + 5 7 =101,28
Q, : L i + c~t:a::::'} 

- Cuartil de tercer orden: 

Del mismo modo a como hemos hecho para el calculo del cuartil 1° , 

tendremos que la clase del cuartil de tercer orden sera la septima, 

de limites 114,5 - 119,5 

Por tanto: 
+-~f3 114,5 + 537 ,5-36 115,57

7f cuartil 30 
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e) Recorrido intercuartllico:
 

Q - Q = 115,57 -101,28 14,29

3 1 

******************* 

1.10 La dAAvubuu6 n. pM peJ.l Of., de 70 eJrlpleadOf., 
de un. ho~p~, ~e exp~eJ.la en. la tabla adjun.ta: 
CalC.u.-tM; 
a)	 MecU:a. clJU;t}n~c.a. 

b) MecUan.a. 
c.) Moda. 

SOL U C ION: 

KgM. 

50 - 60 
60 - 70 
70 - 80 
80 - 90 
90 -100 

100 -110
 

Formemos en primer lugar la tabla de frecuencias. 

clases marcas f. 
1 

F. 
1 

u. 
1 

f.u. 
1 1 

50 - 60 
60 - 70 
70 - 8::> 
80 - 90 
90 -100 

100 -110 

55 
65 
75 
85 
95 

105 

8 
15 
21 
18 

7 
1 

8 
23 
44 
62 
69 
70 

-2 
-1 

0 
1 
2 
3 

-16 
-15 

0 
18 
14 

3 

4 

n. 
0 de eJr' 

pleadoh 

8 
15 
21 
18 
7 
1 

a)	 Media aritmetica: 
~ f.u.£.J 1 1 4 

x = x + C U = x + C	 75 + 75,57. 
o 0	 

1070 ~ 

N 

b) Mediana: 

La clase mediana sera la tercera, de llmites:70 - 80. 

+ -L f i ) (35-23)M = Li + f. c = 70 + --2-1-- 10 = 75,71. 
medlana ~ 

c)	 Moda: 

La clase modal sera la de mayor frecuencia, es decir la tercera. 

= 70 +(--_6--)10 = 76,66.
6 + 3 

******************* 

M 
o 
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1.11 Exam<.Y/.ada!.J 150 c.amadev., de 8 !tM.oY/.eJ.l, ILeJ.lpec.:to du Y/.Ume!LO de 
etto~ c.OY/. puo ~o, ~e obtuvo
 
ta ~,(,gu.-Lente tabta:
 
Catc.uta.!L :
 
a) VeJ.l v,{,au6Y/. :u'p,{,c.a.
 
b) ltvU.a.Y/.za.
 
c.) Momento de te!Lc.e!L OILdeY/. ILeJ.l­

pec.:to at olL,{,g eY/.. 
d) Momento de te!Lc.e!L OILdeY/. ILeJ.l­

pec.:to a ta med,{,a.. 
e) Coe6.{.uente de ev.,,{,metJU.a. 

SOL U C ION: 

Construyamos en primer lugar la ta 

Y/.Vde !tM.°m
c.oY/. P.Uo . 0 

eY/. c.a'da c.amada 
y/'°de 

c.a.ma.dev., 
0 0 
1 1 
2 6 
3 13 
4 50 
5 33 
6 30 
7 17 
8 0 

bla de calculo. 
150 

x. 
1. 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

I 8, 

f. 
1. 

0 
1 
6 

13 
50 
33 
30 
17 
0 

150 

f.x.1. 1. __ f.x~ 
1. 1. 

f.x~ 
1. 1. 

X 
0 
1 

12 
39 

200 
165 
180 
119 

0 

I 

0 
1 

24 
117 
800 
825 

1080 
833 

0 

0 
11 
48 

351 
3200 
4125 
6480 
5831 

0 

716':~< 3680 20036 

a) Desviacion tipica: 

s ,~Lfi (X~
 

3680
 
1,32.

150 

b) Varianza: 

- xl' 

2 2 
5 = (1,32) = 1,74. 

c) Momenta de tercer orden respecto al origen: 

L fixt 20036 
133,57.

150 
N 
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d) Momento de tercer orden respecto a la media: 

_ ;Z) 3Lf. (x, L:f,X~ L: f.x~ 3 
1. 1. 1. 1. 1. 1. 

m - 3 x + 2 x
3 

N N N 

20036 716 3680 
- 3 ---. -0,22.

150 150 150 

e) Coeficiente de asimetria: 

m
3 -0,22 

y 1 = 3 -0,09. 
s (1,32)3 

Observese, que al ser y 1 muy pequeno, se trata de una distribuci6n 

practicamente insesgada, si bien, al ser negativo, posee un ligero 

sesgo hacia la izquierda. 

*********************** 

1.12 Se ha Iteilizado .£.a dUeJl.YrU.nau6n de.£. conte'fUdo de Ca en.£.a Mn 
glte de 25 pauente6. LO'-' lte6uLtadol.l han I.l;.do .£.Ol.l l.l;'giUente6: 

II 8, 7 9, 3 10, 1 9, 2 9, 1 9, 3 9, 4 8, 7 8, 8 8, 7 I , 

9,2 8,3 10,2 9,5 9,6 9,7 9,2 9,3 8,8 9,5 
9,8 S,1 9,2 9,6 8,4 

Calcutevz.: 
a) Med;.a aJU;tmWca. 
b) Moda. 
c.l Ve6v;.au6n ,up;'c.a.
 
d) CoeMuente de vaJl;'au6n.
 
e) Se6go.
 

SOL U C ION: 

En primer lugar formemos las clases. El rango es 10,2 - 8,3 = 1,9 

Construiremos cinco clases de igual tamano, del siguiente modo: 

clases marcas f. F, u, f. u, f. u 2 

1. 1. 1. 1. 1. 1. 1. 

8,25 - 8,65 8,45 2 2 -2 -4 8 
8,65 - 9,05 8,85 5 7 -1 -5 5 
9,05 - 9,45 9,25 10 17 0 0 0 
9,45 - 9,85 I 9,65 

I 
6 23 1 6 6 

9,85 -10,25 10,05 2 25 2 4 8 

25 1 27 



35 ESTADISTICA DESCRIPTIVA 

a) Media aritmetica: 
"'f,u,L..J 1 1 

x = x + c U = x + c 
1 

9,25 + 0,40 9,266. 
o o 25

N ' 
b) Moda: 

M L + c[ t:. 1 \ = 9,05 + 0,40(5 ~ 4) 9,272. 
o 

i \t:. 1+ t:. 2) 
c) Desviacion t1pica: 

_ x)2
~Lfi (:i VL f,(u, - u)2 

s C _1_1 

N 

= 0,40 ~~ - (215)2 0,3984.
25 

d) Coeficiente de variacion: 

s 0,3984
d -- 0,04.

9,2666 
x 

e) Sesgo: 

x -Mo 9,266 - 9,272
V -0,015.

s 0,398 

Al ser el coeficiente de sesgo muy pequeno y negativo, expresa que 

la distribucion tiene un ligerisimo sesgo hacia la izquierda. 

*********************** 

1.13 Se ha dUeJ1.m{.nado U pM 0 de 20 rUi1o~ .no:unalM, al nac.eJ1.. Ob.te 
rUendo~e loo ~-<.gtL£en.tM JtMu..-Uado~: 

2,3 3,0 3,1 3,2 3,3 2,6 2,7 3,5 3,5 3,7 
4,1 4,4 3,0 3,2 3,3 3,3 3,1 2,8 3,6 3,4 

Calc.ulaJt:
 
a)· Med-<.a evU:tmWc.a.
 
b) Medtana.
 
c.) VaJt-<.an za•
 
d) Momen.to~ de .teJ1.c.eJ1.0 tj waJt.to oJtde.n JtM pe.c..to a la me.d-<.a.
 
e) Coe.6-<'c.-<.e.n.te. de. c.uJtto~~.
 

SOL U C ION: 

En primer lugar formemos las clases. El rango es 4,4 - 2,3 = 2,1. 

Construiremos seis clases de igual tamano, del siguiente modo: 
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f. f. u~clases u. f.u. f.u~ f.u~ 
1 1 1 1 1 1 1 11 1 

162,15 - 2,55 -2 -2 4 -81 
2,55 - 2,95 -1 33 -3 -33 
2,95 - 3,35 9 00 0 00 

553,35 - 3,75 1 5 5 5 
3,75 - 4,15 161 2 2 4 8 

814,15 - 4,55 271 3 3 9 

29 12120 5 25 

a)	 Media aritmetica: 
~f.u.£..J 1 1	 5 

x = x + c u = x + C	 3,15 + 0,40 ~ = 3,25. 
o 0 

N 

b)	 Mediana: 

La clase 

10-4\
M	 2,95 + 0,4 --9--)= 3,21.

( 

2 
s 

4 2(~0, 20 

d) Momentos de tercero y cuarto orden respecto a la media:3 
ffi3' :~:>i <:i -xl . c3~L f i<:i -;;) 3).
 

'"' f. u~
 
_ 3 u ~ 11+ 2 o 4 3( -29 -3-5 ~ +26-~) = , 20 20 20 \20 )N 

0,034. 
- Momento de cuarto orden: 

L -4
f. (x. - x)

1	 1 
m	 = 

4 
N 

~f.u~
4£..J 1 1 

N	 N 
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e) Coeficiente de curtosis: 

m
4 ~ -3 060Y2=-4-- 3 2 =,. 

5 0,19
 

Ai ser Y 2 > 0, se trata de una distribucion leptocUrtica.
 

************************ 

1.14 Se ha eJ.d.uciW.do £.a cU6vubuu6n de albc1mi.na total Wc.u.£.ante 
(en gnamo~) de 50 homb~~ no~~
 

c.omp~end£do~ e~e £.o~ 20 y £.o~ 30
 
anM, obterUendM e £.o~ ~.(.gc.Uent~
 
~~u.£.:tado~ :
 
CalC.u.£.M:
 
al La meciW. aJU.i:mWc.a. 
b) La meciW.Yla. 
c.l La moda. 
d) V~v.{.au611 tip.{.c.a. 
e) E£. ~~go. 

61 La C.~M~. 

SOL U C ION:
 

a£.bu.m.{.na ~c.u- nUde. 
£.ante (gM.) homb~~ 

99,5 - 109,5 5 
109,5 - 119,5 10 
119,5 - 129,5 12 
129,5 - 139,5 11 
139,5 - 149,5 8 
149,5 - 159,5 4 

Formemos la correspondiente tabla de calculo: 

clases 

99,5 - 109,5 
109,5 - 119,5 
119,5 - 129,5 
129,5 - 139,5 
139,5 - 149,5 
149,5 - 159,5 

a) Media aritmetica: 

f. 
1 

5 
10 
12 
11 

8 
4 

I 

u 
i 

-2 
-1 

0 
1 
2 
3 

50 'I 

f.u. 
2

f.u. 
3

f,u. 
4

f.U, 
1 1 1 1 1 1 1 1 

-10 
-10 

0 
11 
16 

I 12 

20 
10 

0 
11 
32 
36 

-40 
-10 

0 
11 
64 

108 

80 
10 

0 
11 

128 
324 

19 109 133 553 

"'f.u.L..J 1 1 19 
x = x + C U = x + C =~-~ 124,5 + 10 50 = 128,3.o o 

b) Mediana: 

,L f i) =

N 

L. + C ( } - 119,5 [25 - 15)M + 10, 12 = 127,83 
1 \: medlana 
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c) Moda: 
2 

119,5 + 10 2+1 = 126,16. 

d) Desviacion t!pica: 

s = C ~ 
2L: f. u. 

----=-=--11 

N 

-2 
- u 10 ~ 109 

50 
_ (~)2 

50 
14,2 

e) Sesgo: 
x - Mo 

s 
128,3 - 126,16 

14,2 
= 0,15 

Al ser el coeficiente de sesgo pequeno y positivo, 

distribucion ligeramente sesgada hacia la derecha. 

se trata de una 

f) Curtosis: 

media. 

3 
" f.u_4u~11 

N 

4 553 _ 
10 133 88400.4 . ~ . + 6(~)~~ _ 3(~)4) = 

50 50 50 50 50 50( 

Por tanto el coeficiente de curtosis sera: 

88400 
- 3 - 3 -0,83

4 
s (14,2)4 

Luego se trata de una distribucion platicurtica. 

********************** 

1.15 Palla e..M:.aM.e..e.eJ1. .tet hnpolltanua de...e. p.{nzanU.e.n.to plte.e.o z 0 .:taJtd-<:.0 
de...e. e.OI1.d6n umb.{..t.{.e.a.t Mbl1.e. e...e. voC.wl1e.n .6angtu:ne.o de...e. Ite.ue.n naudo, .6e. 
ha e..6t.u.d-<:.ado .to.6 vo.tume.ne..6 .6angu..i.ne.0.6 (e.xpl1.e..6ado.6 e..n pOI1.e.e.n.taj e..6 de...e. pe. 
M e.OI1.y.JoJ1.a.t) de.. 20 n.<:.Yi.O.6 a .to.6 qtte. .6e. p.{nz6 e...e. e.OJtd6n pl1.e.e.ozme.n.te.. ­

Se. obt.u.v.{eJ1.on .e.O.6 .6.{gtu:e.n.te..6 1te..6u..Uad0.6: 
12,5 9,6 8,3 8,6 9,4 10,2 11,3 10,7 8,2 9, 1 
9,7 10,3 11,2 9,8 9,3 10,7 11,8 9,7 9,6 9,4 

Se. de..6 e..a e.a.te.uf.all: 
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a) MecU:a. aM;tmWc.a.
 
b) MecU:a.na.
 
c.) Mada.
 
dJ VaJUaitza.
 
e) Cae6J-uen:te de vo.JL,(.au6n.

6) Suga.
 

SOL U C ION: 

En primer lugar, formemos las clases. £1 rango es 12,5-8,2 =:c 4,3 

Construimos nueve clases de igual tamaiio del siguiente modo: 

clases 

8 - 8,5 
8,5 - 9 

9 - 9,5 
9,5 -10 

10 -10,5 
10,5 -11 

11 -11,5 
11 ,5 -12 

12 -12,5 

f, u, 
1 

-3 
-2 
-1 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

f,u, 
1 1 J. 

2 -6 
1 -2 

-44 
5 0 

I 2 2 
2 4 

I 2 6 
1 4 
1 5 

20 9 

2
f,U, 

1 1 

18 
4 
4 
0 
2 
8 

18 
16 
25 

95 

a) Media aritmetica: 
~f,u,
£...J 1 1 9 

x = x + C U x + C --=:=..-- 9,75 + 0,5 9,97
o o 20 

N 

b) Mediana: 

2 i O 7(~ -Lf~M L, + C = 9,5 + 0,5 -5- = 9,8.C- )1 fmediana 

c) Moda: 
111 

M L, 9,62. 
0 1 +c( )" 9,5 +0'5(1hr

II + 1121 

d) Varianza: 

2 2(L: f i (ui ~) 2)_ 2(L: f i u~ -2)-
s c - c - u 

0,5 
2 (;~ 

N

- {,"on N 

1 ,13 
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e) Coeficiente de variacion: 

s 1,06
d 0,1

9,97 
x 

d) Sesgo: 

x - Me 9,97 - 9,62
\I 0,33

s 1,06 

Luego se trata de una distribucion sesgada hacia la derecha. 

******************** 
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2- PROBABILIDADES 

1.	 ALGEBRA DE SUCESOS 

1.1	 EXPERIMENTO ALEATORIO.- Se dice que un experimento es aleato~o 

si se cumplen las siguientes condiciones: 

1.) El experimento se puede repetir indefinidamente bajoanalogas 

condiciones. 

2.)	 En cada prueba del experimento, se obtiene un resultado que 

pertenece al conjunto de resultados posibles del experimento. 

3.)	 Antes de real izar ~na nueva prueba del experimento, no se 

puede predecir el resultado que se obtendr~. 

Esta Gltima condicion se conoce como ~on~~6n de aleatol~e­

dad 0 ~on~~6n de az~. 

1.2	 ESPACIO MUESTRAL.- Llamaremos c~pa~o mu~~ al conjunto de t£ 

dos los resultados posibles del experimento aleatorio. Aestecon 

junto 10 representaremos en 10 que sigue por E. 

Ej:	 El espacio muestral del experimento aleatorio que co~ 

siste en considerar el sexo del proximo hijo de una 

familia, ser~: E = 1 v, HI 
Representando por V el sexo varon y por H el sexo hem 

bra. 

1.3	 S CESO.- Llamaremos f.>u~~O aleatotUo 0 ~.to~Mti~o, a cada uno de 

los lementos del conjunto de partes de E, es decir, ser~n suce­

sos los elementos de P(E). 
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Ej: Para el ejemplo anterior, tendremos que: 

E = {V, H} ~ P (E) =l ¢ {V}, {H} , {V, H}! 

A cada uno de los elementos de P(E), 10 llamaremos suceso alea­

tor io. 

1.3.1	 SUCESOS ELEMENTALES.- Se llaman as! a cada uno de los ele­

mentos del espacio muestral E. 

Es decir, en el ejemplo que nos ocupa son sucesos elementa 

les {V} y {H} . 

1.3.2	 SUCESOS COMPUESTOS.- Se dice que un suceso es compuesto 

cuando esta formado por dos 0 mas sucesos elementales. 

1.3.3	 SUCESO SEGURO.- Se J lama as! al suceso formado por todos 

105 resultados posibJes. Es decir, que suceso seguro equi­

~ale	 a espacio muestraJ. 

Observese que E es un elemento de P (E). 

En nuestro caso el suceso segura sera: E ={ V, H } 

Al suceso seguro tambien se le llama .6UC.e!.lO ueJr.;to 0 .6uce 

.60 urUveMM. 

1.3.4	 SUCESO CONTRARIO.- LJamaremos .6UCe!.lO CO~O del suceso A 

y	 representaremos por A, a un suceso que se presenta si y s6 

10 si no se presenta A y reciprocamente. 

1.3.5	 SUCESO IMPOSIBLE.- Llamaremos .6uce!.lo ~po.6~ble, al suceso 

contrario del suceso seguro. Generalmente 10 representare­

mos por la letra ¢. 
Por tanto: ¢ f 

Observese que como el suceso segura se presenta siempre, el 

suceso imposible no se presenta nunca. 

1.4	 INCLUSION DE SUCESOS.- Se dice que un suceso A esta ccnterUdo 0 

in.clr..U.do en otro B y escribiremos AC B, si todos los sucesos ele 

mentales de A 10 son de B. 

1.5	 IGUALDADDESUCESOS.- Decimos que dos sucesos A y B son iguale!.l y 
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escribiremos A = B si se verifica que AeB y BeA. 

1.6 OPERACIONES CON SUCESOS 

1.6.1	 UNION DE SUCESOS.- Dados dos sucesos A y B llamaremos suce 

so union de A y By escribiremas AuB, al suceso que esU'i 

formado por todos los sucesos elementales que pertenecen a 

A 0 aBo a ambos. G. vLt'SjV.n Iv~ = Au 8 "' A + t3 
,10 ;. A J B :: A+B-(Afl6) 

1.6.2	 INTERSECCION DE SUCESOS.- Dados dos sucesos A y B, 1lamar~ 

mas suceso interseccion de A y B Y escribiremos AnB, al 

suceso que esta formado por los sucesos elementales que pe~ 

tenecen simultaneamente a los dos sucesos dados. 

Ej: Consideremos el experimento que consiste en lanzar un 

dado y anotar la cara que queda al posar sobre el sue­

10.
 

EI espacio muestral 0 suceso seguro sera:
 

E = 11,2,3,4,5,61 

Consideremos los sucesos A = 11, 21 y B 

Los sucesos union e interseccion seran: 

A u B = ~1,2,4,61 A n B = ~ 21 
Consideremos ahora, los sucesos M= 11,31 y 

Los sucesos un ion e intersection seran: 

Mn N 

Es decir, que los suceos M y N no se pueden presentar al 

mi smo t iempo. 

Ve6~niei6n: Se dice que dos sucesos M y N son ~ncomr.~~bteA 

o mutuamente exctuyenteh, cuando su interseccion es el su­


ceso imposible.
 

Es decir: M Y N incompatibles ~ MnN=<jJ
 

1.6.3	 DIFERENCIA DE SUCESOS.- Oados dos sucesos A y B, llamaremos 

suceso diferencia de A y B Y escribiremos A - B, al suceso 

que esta formado por todos los sucesos elementales de A que 

no son de B. 
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Observese, que como consecuencia de la definicion de dife­

rencia se tiene: A - B = A n B ­

1.7	 SISTEMA COMPLETO DE SUCESOS.- Dado un conjunto de sucesos A1 , A2 , 

A , .... , A , se dice que constituyen un sistema completo de su n .3
cesos, si se verifican las siguientes condiciones: 

;=,/ 

1a)	 A A A u A E = U A,·1 u 2 u 3 u n ,= I 

a
2 )	 A. n A. ~; siendo i * j

I	 J 

1.8	 ALGEBRA DE BOOLE DE LOS SUCESOS ALEATORIOS.- Consideremos un de­

terminado experimento aleatorio y llamemos E al espacio muestral 

o conjunto de resultados posibles.Formemos el conjunto de partes de
 

E que representaremos por A = P(E).
 

Dentro de este conjunto A, definimos las operaciones internas de
 

union, interseccion y complementacion (que en este caso Ilamare­


mos contrario), respecto de las cuales se cumplen las siguientes
 

propiedades:
 

1. - Conmutat iva: Au B = Bu A AnB = BnA
 

2.- Asociativa: (AL.B)uC Au(BuC) (AnB)nC An(Bnc)
 

3.- Idempotente: AuA A AnA A
 

4.- Simplificativa: Au(BnA) = A An (B uA) = A
 

Hasta	 aqui vemos que el conjunto A , con las operaciones 

de union e interseccion constituye un !l.eUc.u£.o, veamos que ademas 

es distributivo y complementario. 

5.- Distributiva: Au(Bnc) = (AuB)n(AuC) 
An(BuC) = (AnB)u(AnC) 

6.- Complementacion: VAEA, 3AEA, .AuA = E y AnA = ¢ 

Por tanto, el conjunto A, con las operaciones de union, 

interseccion y complementacion, es un retlculo distributivo y 

complementario que llamaremos Atgebna de Boote de to~ ~uc.~o~ ~ 

toc.aotic.o~ 0 a!eato~o~. 

1.8.1	 CONSECUENCIAS DEL ALGEBRA DE BOOLE.- Las consecuencias mas 

importantes son: 
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1a ) Existe un elemento Infimo: El suceso imposible <1>, tal 

que: A u <I> = A y A n <I> = <I> 

2a ) Existe un elemento universal :El suceso segura 0 cier 

to E, tal que: AuE = E y An E = A 

3
a ) Leyes de Morgan: Para dos sucesos cual'esqulera de 1 

algebra, se ve r i fica: An B = Au B y Au B = An B. 

2 •	 FRECUENCIA Y PROBABILIDAD 

2.1 FRECUENCIA ABSOLUTA DE UN SUCESO.- Supongamos que real izamos un 

determinado experimento aleatorio n veces y sea A un suceso de 

ese experimento, tal que de las n pruebas real izadas, se haya pr~ 

sentado el suceso A, n' veces. 

Llamaremos 6~ecuenc{a ab~oluta del suceso A y represent~ 

remos	 por f(A) al numero n'.
 

Es decir: f(A) = n I
 

Es inmediato observar que n'< n
 

2.2	 FRECUENCIA RELATIVA DE UN SUCESO.- Llamaremos 6~ecuenc{a ~el~­

va del suceso A y representaremos por h(A) ,a la razon entre la 

frecuencia absoluta del suceso A y el numero total de pruebas 

real izadas. 
f (A) n'Es decir: h(A) = 

n n 

2.3	 PROPIEDADES DE LAS FRECUENCIAS.­

1
a 

) "Cualquiera que sea el suceso A, se tiene que la frecuencia 

relativa del suceso A, es un numero racional acotado entre 

o y 1"
 

Es decir: o < h(A) < 1
 

-	 En efecto, si real izamos n pruebas y en el las aparece n' 

veces el suceso A, se verificara: 

o < n' < n 

y dividiendo por n, tendremos: o < ~ < 
n 
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Es dec i r 0 .,;; h (A) .,;; 1 

2
a ) "Si A Y B son dos sucesos incompatibles, (es decir, AnB=¢), 

la frecuencia relativa de la union de los dos sucesos es 

igual a la suma de las frecuencias relativas de cada uno 

deellos" 

Es decir: h(AU B) = h(A) + h(B) 

- En efecto, si real izamos n pruebas y en el las obtenemos res 

pectivamente, n l veces el suceso AUB, nil veces el suceso 

A y n'" veces el suceso B, sabemos que por definicion de 

union de sucesos, tendremos que siempre que se real ice el su 

ceso Au B, es que se ha real izado el suceso A 0 el B, perc 

solo uno de los dos, por ser ambos incompatibles. 

Por tanto: n I = nil + nil' 

y dividiendo los dos miembros de la igualdad anterior por 

n	 resulta: n' nil n III 

--=--+-­n n n
 

Es decir: h(AUB) = h(A) + h(B)
 

3a
 )	 liLa frecuencia relativa del suceso cierto 0 segura Ees igual 

a la unidad" 

Es decir: h (E) = 1 

En efecto, ya que si efectuamos n pruebas, esta claro que 

se habra presentado n veces el suceso E y por tanto 

4a 
)	 "Si un cierto experimento 10 repetimos bajo analogas condi­

ciones un numero n de veces, se observa que la frecuencia 

relativa de un suceso determinado tiende experimentalmente 

a aproximarse a un valor fijo, es decir a estabil izarse. 

2.4	 DEFINICION CLASICA DE PROBABILIDAD.- La probabil idad de un suce­

so A, viene definida por el cociente entre el numero de casos fa 

vorables y el numero de casos posibles. 

Es decir: numero de casos favorables al suceso Ap(A) 
numero total de casos posibles 
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Esta definicion fue enunciada par Laplace en el siglo XVII 

y supone que todos los sucesos elementales de un mismo experime~ 

to aleatorio han de tener la misma probabil idad. 

2.5 DEFINICION AXIOMATICA DE PROBABILIDAD.- Llamamos probabil idad, 

a	 una apl icacion del Algebra de Boole de los sucesos aleatorios 

A, en el cuerpo de los numeros reales IR. De manera que a cada 

suceso A de A, se le asocia un numero real que llamamos probabl 

1 idad de A y representamos par p(A) y tal que verifica los siguie~ 

tes axiomas: 

o < p(A) .2. 1 

2.-SiA1 ,A2,·· ,An son 
n

incompatibles, se verifica: 

p(A UA U .UA ) 2: p(A.) = p(A )+p(A )+···+p(A )
1 2 n	 1 2i =1 I n 

3.- p(E) = 1 

Este grupo de axiomas, se conocen can el nombre de CRAMER-KOLMO­

GOROV. 

2.6	 CONSECUENCIAS DE LOS A~IOMAS.-
a

1 )._	 La probabil idad del suceso contrario A, es igual a 1 menos 

la probabil idad del suceso A. 

Es decir: p(A) = 1 - p(A) 

En efecto, pues par definicion de suceso contrario tenemos: 

A U A = E y 

apl icando el axioma 3.- de probabil idad a los dos miembros
 

del apr i me ra i guaIdad, set ien e: P (E) = P (A UA)
 

Es decir: p(A) + p(A) de donde p(A) = 1 - p(A)
 

2
a )._	 La probabilidad del suceso imposible es nula. p(cp) = 0 

Como el suceso imposible cp, es el contrario del suceso cier 

to E, par la consecuencia anterior resulta: 

p ( cp) = 1 - p (E) = 1 - 1 = 0 

3
a 

)._	 Sean A y B dos sucesos no incompatibles, es decir tales que 

AnB # cp. Entonces, se tiene: 
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p(AUB) = p(A) + p(B) - p(AnB) 

- En efecto, ya que Au B = A u(BnA) 

de tal forma que A y (BnA) son incompatibles y por tanto 

podemos apl icar el axioma 3. ­

p(AuB) = p [Au(BnA)] = p(A) + p(BnA) [1] 
Ahora bien, como: B = (BnA) u(BnA), siendo BnA y BnA 

incompatibles, tambien podemos apl icar el axioma 3. ­

p(B) = p [(BnA) u (BnA) ] = p(BnA) + p(BnA) 

de donde: p(BnA) = p(B) - p(BnA) [2] 
Sustituyendo (2] en [1], resulta: 

p(AuB) = p(A) + p(BnA) = p(A) + p(B) - p(AnB) 

como queriamos demostrar. 

4a )._ Sean A y B dos sucesos tales que AcB, entonces p(A)< p(B) 

- En efecto, pues: B~ Au C 
Si AcB ::::::} 3C, tal que 

? A nc 

Como A y C ~on incompatibles podemos apl icar el axioma 1.­
p(AUC) = p(B), p(A) + p(c) = p(B) 

Ahora bien, por el· axioma 1.-, sabemos que para cualquier 

suceso C, se verifica que p(C) "::'0, 

Por tanto, se tiene: p(A).2. p(B) 

2.7	 ESPACIO PROBABILISTICO.- Dado un experimento aleatorio cualqui~ 

ra, llamaremos espacio probabillstico asociado a dicho experime~ 

to a la terna (E, A, p), donde E es el espacio muestral del ex­

perimento, A es el algebra de Boole de los sucesos aleatorios y 

p es la probabil idad que acabamos de definir sobre A. 

3.	 PROBABILIDAD CONDICIONADA 

3.1	 PROBABILIDAD CONDICIONADA.- Supongamos el siguiente ejemplo: 

De 5000 individuos examinados en un determinado pais se ha obser 
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vado que 4.800 son de ojos claros y 200 de oj os oscu ros, po rot ra 

parte hay 1.275 rubios y 3.725 castanos, 10 que podemos expresar 

mediante la siguiente tabla: 

pelo 

CLAROS B 
ojos 

OSCUROS B 

RUB lOS A CASTAf:lOS A 

1.225 

50 

1.275 

3.575 

150 

3.725 

4.800 

200 

5.000 

De esta tabla se obtiene facilmente que la frecuencia relativa de 

rubios, sera: h(A) = 1275/5000, que sera distinta de la frecuencia 

relativa de rubios entre los individuos de ojos claros, que lla­

maremos frecuencia relativa de A condicionada a B, yescribire­

-- ~~0250. A'l	 h(B/A) 1225 h(AnB) 1225mos h(A/B)	 na ogamen te = 1275' = 5000 

A partir de los valores	 obtenidos observamos que se verifica la 

siguiente relacion:	 1225 1275 1225 
5000 = 5000 . 1275 

Es decir: h(AnB) = h(A). h(B/A) 

General izando esta expresion obtenemos el concepto de 

probabil idad con~icionada. 

Ve6~~C{6n: Consideremos un espacio probabilfstico (E, A, p) y 

sea A un suceso del algebra A, tal que p(A) # o. Llamaremos pno­

bab~~dad eondic{onada del suceso B respecto del suceso A y 10 

denotaremos por p(B/A), a I cociente: 

p (A n B)p(B/A) = supuesto p(A) # 0p (A) 

De aqui resulta: P(A n B) p(A).P(B/A) 

Del mi smo modo, se define: 

P (A n B)p(A/B) =	 supuesto p(B) # 0 p (B) 
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Para tres sucesos, sera: p(A n Bn c) = p(A) .p(B/A) .p(C/An B) 

Y en general, para n sucesos sera: 

p(A 1 nA2n ... nA )=p(A 1)·p(A/A )····p(A/A nA2n... n A - )n	 1 1 n 1

3.2	 SUCESOS DEPENDIENTES E INDEPENDI£NTES.- En general, tenemos que 

p(B/A) # p(B), si as! se verifica diremos que el suceso B, depe~ 

de del suceso A. 

Ahora bien, si p(B/A) p(B), diremos que el suceso B es indepe~ 

diente del suceso A. 

En el caso de que B sea independiente de A quedara: 

p(B/A) p(B) p(AnB) --...... p(AnB) = p(A).p(B)
p(A) ----?
 

Sustituyendo en p(A/B) resulta:
 

P(A/B) = p(AnB) = p(A).P(B) = (A)
 
p(B) p(B) p
 

Por tanto, si B es independiente de A, tambien se verifica que A
 

es independiente ne a.
 
Ve.fi-{.rUu6n: Se dice que los sucesos A y B son independientes, si
 

se verifica: p(A n B) = p(A).p(B).
 

3.3	 TEOREMA DE LA PROBABI,L1DAD COMPUESTA.- Sean A A ... , An1 , 2 , 

n sucesos cualesquiera de un mismo experimento y t.ales que la pr~ 

babil idad de la real izaci6n simultanea de los n sucesos es no nu 

la, entonces se tiene: 

Demostraci6n: En efecto, ya que a partir de la definicion de pr~ 

babil idad condicionada, tenemos que: 

p(A n A ) = P(A ).P(A /A ) supuesto p(A ) c# 0
1	 2 1 2 1 1

Aplicando el principio de inducci6n, supondremoscierta la 

expresi6n anterior para n-l ya partir de ella demostraremosparan 

., . nA 1)n­
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3.4 APLICACION A LAS CAMPANAS DE SEGURIDAD Y ESQUEMAS DE CONTAGIO. 

Veamos un ejemplo de apl icacion del teorema de la probabil idad 

compuesta a una situacion frecuente en la vida humana, como es 

una epidemia. 

Consideremos a la poblacion humana compuesta por indiv~ 

duos sanos y por individuos afectados por la epidemia, como b~ 

las de una gran urna que para distinguir, representaremos por 

bolas blancas a los individuos sanos y por bolas negras a los 

individuos enfermos. Sean b bolas blancas y n bolas negras. 

Supongamos que cada cierto tiempo se extrae una bola 

de la urna y se devuelve a la urna con otras c del mismo color 

y d del color opuesto. Entonces la probabil idad de que aparez­

ca una bola negra en cada una de las tres primeras extracciones 

la obtendremos apl icando el teorema de la probabil idad compue~ 

tao Es decir: 

n n + c n + 2c 
~ b+n+c+d b+n+2c+2d 

C~O 1°: Si c > 0 Y d = 0, observamos que despues de cada 

extraccion se aumenta la probabil idad de que la bola extraida 

en la proxima prueba sea del mismo color. 

Esta situaci6n es analoga a cuando se produce el conta 

gio de una epidemia, ya que a medida que se registran nuevos 

casas de contagio va aumentando la probabil idad de quedar afe~ 

tado por la epidemia. Esta situacion fu6 estudiada por Polya . 

bajo el nombre generico de ~quema de ~onta9~o. 

C~O 2°: Si c = 0 y d > 0, tenemos el caso opuesto, en el 

que despues de cada extraccion disminuye la probabil idad de que 

la bola extra ida sea del mismo color. Esto en la practica es 

debido a que se toman medidas para Ja disminuci6n de esa proba­

bil idad, razon por la que Friedman denomino ~ampana de ~e9~­
dad. 
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3.5 TEOREMA DE LAS PROBAB III DADES TOTALES. - Sean AI' A ' . . . ,AnZ 
un sistema completo de sucesos, tales que p(A ) > 0, (l':'i.:.n)i 
y sea B un suceso cualquiera para el que se conocen las proba­

bil idades p(B/A.), entonces la probabil idad del suceso B vie-
I 

ne dada por la siguiente expresion: 

Es decir: 
p (B) '""'" L.J p(A.).p(B/A.)

I I 

Demostraccion: Como A ,A
Z

, ... ,A , constituyen un sistema com­
1 n
 

pleto de sucesos se tiene:
 

U A. E 
I 

A. n A. 
I J 

Entonces p(B) = p(B n E) p [B n (AI U AZU ••• U An)] 

p (B n AI) + p (B n AZ) + . . + p(BnA) = ,""",p(B n A.) 
n IL.J 

'""'" p(A.) .p(B/A.). c.q.d. 
~ I I 

3.6 TEOREMA DE BAYES.- Sean A1 ,A ,A ... ,An un sistema completo
3

, 

de sucesos, tales que p(A.) > 0 y sea B un suceso cualquiera 
Z

I 

para el que se conocen las probabil idades condicionadas p(B/A.)
I 

que 1lama remos veJl.oJ.>~u.de;.,.
 

En estas condiciones, el teorema de Bayes establece que las pro­

babil idades p(A./B), vienen dadas por la siguicnte expresion:

I 

p (A. ) . p (B/A. ) 
p(A.lB) I I 

I n. 

'" L 
i=1 

p(A.).p(B/A.)
I I 

A las probabil idades p(A.) se las I lama p~obab~dade;., 
I 

a p~o~, y a las probabil idades p(A./B), se las 1lama p~obab~ 
I 

tidade;., a pOJ.>~~o~. 
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Demostraccion: Por definicion de probabil idad condicionada, se 

ver i fica: 

p(A. n B) p(A.) .p(BfA.) = p(B) .p(A.lB), de donde: 
I I I I 

P (A. ) . P ( BfA. ) 
P (A.lB) I I [1]

I 

P(B) 

Ahora bien, como p(B) por el teorema anterior, es igual a la 

siguiente expresion: 

p(B) = ~L.J p(A.).p(BfA.) [2]
I I 

Sustituyendo [2] en [1] ,resulta: 

p (A. ) . p (BfA. ) 
P (A .IB)

I I 

I 

~L.J p(A.).p(BfA.) c. q. d. 
I I 

********************** 

PROBLEMAS RESLIELTOS 

2.1 PnobaA que J.J-<- tM J.JUC.eJ.JM A Y B MYl -tYldepeYlcU..en;teJ.J, .:tambd.Yl 
to M Yl toJ.J J.J uc.eJ.J M J.J-<-gMen;teJ.J: 
1°) AyB 2°) l:yB 3°)l:yB 

SOL U C ION: 

-

1

Sea E el suceso cierto, por tanto A, A, B, B estan contenidos
 

en E.
 

0
) Si A Y B son independientes, se verifica: p (A n B) = P (A) .p (B)
 

Para probar que A y B son independientes, hemos de ver que: 

ptA n B) = ptA) .p(B) 
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Ahora bien, como: AnB = A n (E - B) = (AnE)-(AnB) A-(AnB) 

Tomando probabilidades en los dos miembros, resulta: 

p(AnB) p[A - (AnB)] = p(A) - p(AnB) = p(A) - p(A) .p(B) 

P (A) [1 - P (B)] = p (A) • p (B) . 

2°) Veamos que A y B son independientes, es decir, hemos de ver: 

p(A n B) = p(A) .p(B) 

Haciendo uso de las leyes de Morgan, tenemos que: An B= (A U B) 

p(A nB) p(A U B) 1 - p(A U B) = p(A) - p(B) + p(A n B) 

- p(A) p(B) + p(A).p(B) 1-p(A) [l-p(B)] -p(B) 

1 - p(B) p(A) .p(B) = p(B) p(A) .p(B) 

p(B) [ 1-P(A)] = p(B) .p(A) p(A) .p(B) 

3°) Veamos que A y B son independientes, es decir 

p(A n B) = p(A).P(B) 

A n B = (E - A)n B (E n B) - (A n B) = B - (A n B). 

p(AnB) p [B - (AnB)] p(B) - p(AnB) = p(B) - p(A).p(B) 

p (B) [1-p (A) ] p(B). p(A) = p(A) .p(B) 

******************** 

2.2 S~ ta p~obab~dad de que una p~ona ~ea ~ub~a ~ 0,4 Y ta
 
p~ubab~dad de que tenga to~ ojo~ neg~o~ ~ 0,3, catcut~ t~ ~~­


9~ent~ p~obab~dad~:
 
1°) Que ~ea ~ub~ y tenga to~ ojo~ neg~o~.
 
20) Que ~ ea ~ub~a 0 tenga tM OJ 01.1 neg~M ..
 
3°) Que ~ean ~~ p~onM ~ub~~.
 
4°) Que do~ p~onM ~ean ~Ub~M 0 tengan to~ ojo~ neg~o~.
 

SOL U C ION: 

1°)	 Que sea rubia y tenga los ojos negros. 

Si representamos por R el suceso ser r~io y por N el suceso te
 

ner los c>jos negros, sera el suceso R n N.
 

p(R n N) = p(R) .p(N) = 0,4.0,3 = 0,12.
 

2°)	 Que sea rubia 0 tenga los ojos negros. 

En este caso se trata del suceso union RuN. Por tanto: 

p(RUN) = P(R) + p(N) - p(RnN) = 0,4 + 0,3 - 0,12 = 0,58. 
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3°) Que sean las tres personas rubias. 

Se trata del suceso R (J R (J R. Por tanto: 

3


p(R(JR(JR) = p(R) .p(R) .p(R) = 0,4.0,4.0,4 =(0,4) = 0,064. 

4°) Que dos personas sean rubias o tengan los ojos negros. 

El suceso que dos personas sean rubias será R(JR. 

El suceso que dos personas tengan los ojos negros será N(J N 

Por tanto se trata del suceso (R(JR)U(N(JN). 

p[(RnR)U(NnN)] p(RnR) +p(NnN) -p(RnRnN n N) = 
2 2 2 2

(0,4) + (0,3) - (0,4) . (0,3) 0,2356 

******************* 

L 

2.3 La c.ompoJ'Ua 6aJUnac.e.u"Uc.a A J.Jumú1.-ú¡;(A.6 300 uYÚdadu de un me­
cüc.amento de 1M c.ualu 10 eJl.an de6ectuoJ.JM j la c.ompaMa B en.tJr..eg6 
100 uyúdadu de 1M que. hab-<.a 20 de6ectuoJ.JM tj la c.ompaMa C en.tJr..e 
96 200 uYÚdadu de 1M que 2 S eJl.an de6ectuMM. ­

Se abnac.enaJton todM 1M uYÚdadu de 60ftma que J.Je mezuaJton 
aleato~{amente.Calc.u.taJt: 


10) PMbab~dad de. que una Uludad tomada al azaJt J.Jea de la c.ompa-

Ma A. 

2°) P~obab~dad de. que J.Jea de la c.ompaMa B. 
3°) P~obab~~dad que. J.Je.a de C tj de6ectuoJ.Ja. 
4°) PMbab~dad ({(.Le. J.Je.a de A tj buena. 
SO) PMbab~dad de. que. J.Jea buena. 
6°) P~obab~dad de. que J.Je.a d~6ectuoJ.Ja. 

7°) S-<' ~uuU6 J.J0". de.6e.ctuoM, ¿c.uál u la p~obab~dad de que J.Jea 
de. la c.ompañ-<-a C? 

8°) S-<. u buena ¿ wál. u la p~obab~dad de que J.Jea de la c.ompaMa • 
B? 

9°) S-<' u de la c.ompalÜa A ¿ c.wit U la pMbab~dad de que J.Jea de. ­
6ectuoM? . 

10°) S-<' u de la c.ompaMa B ¿ c.wit U la pMbab~dad de que J.Jea 
buena? . 

s O L U e ION: 

Representemos por A al suceso que la unidad elegida al azar sea de 

la compañía A. Análogamente representaremos por B y e que la uni 

dad elegida al azar pertenezca a las compañias B y e respectivame~ 

te. Por D representaremos al suceso elegir unidad defectuosa y por 

D al suceso elegir unidad buena . 

• 
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Probabilidad que 	la unidad elegida sea de A. 

300 


p(A) = 600 = 0,5. 

Probabilidad que 	la unidad elegida sea de B. 

100 


p(B) = 600 = 0,166. 

Probabilidad de que la unidad elegida sea de C y defectuosa. 
25 200 

p(c n D) = p(D/C) .p(C) 200' 600 =0,04166. 

Probabilidad de que la unidad elegida sea de A y buena. 
290 1 

p(A n D) = p(D/A) .p(A) = 300 '"2 = 0,4833 

Probabilidad de que la unidad elegida sea buena. 

290 + 80 +175


p(D) 	 = 0,90833.
600 

Probabilidad de que la unidad elegida sea defectuosa. 

p(D) = 1 - p(D) = 1-0,90833 = 0,09166. 

7°) Siendo defectuosa, probabilidad de que perteneciera a la comp~ 

ñía C. 
p (e) .p (D/C)p(C/D) = p(C n D) 0,04166 = o 4545. 

p(D) p(D) 0,09166 ' 

8°) Siendo buena, probabilidad de que perteneciera a la compañía B. 

Aplicando el teorema de Bayes, resulta: 

P (D/B) .p (B) 

p(B/D) = 


p(D/A) .p(A) + p(D/ B) .p(B) + p(D/C) .p(C) 


80 1-- . ­
100 6 

0,1467
290 1 80 1 175 1--.- + --.- + --. ­
300 2 100 6 200 3 

9°) Siendo de la compañía A, probabilidad de que sea defectuosa. 
10 

p(D/A) = 300 = 0,0333 

10~ Siendo de la compañía B, probabilidad de que sea buena. 
80 

p(D/B) = 100 0,8 

****************** 

• 
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'\ 1" 

2.4 Se. ha c.ompltobado que. e.n una cJ.u.dad e-ótán e.nne.Jtm0-6 c.on ciWNte.a 

et 60% de. ,eo!.> yúYío!.>, c.on !.>aJtamp-i6n et 50% tj et 20% c.on amba!.> e.nne.Jtm~ 

dade-ó. CMC.u.WJt: 

10) Pltobabilidad de. que. ete.g-ido un YÚYío M azalt e-ó .U e.nne.Jtmo c.on d-t~ 


Me.a o !.>aJtamp-i6n o amba!.> e.nne.Jtme.dade-ó. 
2° ) En un c.o,ee.g-io c.on 450 YÚYí0-6 ¿c.uánt0-6 c.abe. e-ó pe.JtaJt que. e-ó:t~n e.n­

6e.Jtmo!.> c.on d-taltlte.a o !.>aJtamp-i6n o {a!.> do!.> e.n6e.Jtme.dade-ó a ,ea ve.z? 

s O L U e ION: 

Si designamos por A el suceso "estar enfermo con diarrea" y por B al 

suceso "estar enfermo con sarampión", tendremos: 

1°) Probabilidad de que elegido un niño al azar tenga diarrea, sa­

rampión o ambas. Se trata del suceso unión. Es decir AU B. 

Por tanto: p(A U B) p(A) + p(B) - p(A n B) 

0,6 + 0,5 - 0,2 = 0,9. 

2°) En un colegio con 450 niños, ¿cuántos cabe esperar que estén en 

fermos con diarrea o sarampión o ambas? 

n = 450.p(A U B) = 450.0,9 405. 

********************** 

2.5 Se. ua!.>-i¡í-tc.an 155 valtone-ó que. pade.c.e.n una c.LeJLta e.nne.Jtme.dad 
!.>e.gún !.>u e.dad tj !.>u pe-óo. 

\; . 
55-65 

40-49 5 

EDAD 50-59 2 

60-69 2 

PESO 


65-75 


8 


8 


5 


75-85 


20 


25 


8 


> 85 

30 

30 

12 

Ca,ec.u,ealt: 
10) Pltobabilidad de. que. un -ind-tv-iduo e-óU e.n et -inte.JtVMO de. e.dad 

40-49. 
2°) Pltobabilidad de. que. un -ind-tv-iduo e-ó:t~ e.n et -inte.JtVMO de. e.dad 

50-59 tj pe-óe. 75-85 KgltJ.>. 
3°) Pltobabilidad de. que un -ind-tv-iduo pe-óe. me.no!.> de. 75 KgltJ.>. 
4°) Pltobabilidad de. que. un -ind-tv-iduo pe-óe. me.no!.> de. 65 KgltJ.>. tj !.>e.a 

me.nolt de. 50 aYío!.>. 
50) Pltobabilidad de. que. un -ind-tv-iduo e-ó:t~ e.n et -inte.JtVMO de. e.dad 

http:ua!.>-i��-tc.an
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40-49 Y pUJe de 65 a 75 KgM. 

s O L U e ION: 

Si representamos al peso como la variable x, y a la edad como la 

variable y, tendremos: 

5+8+20+30
P (40 ~ Y ~ 49) 	 = 0,406.

155 
25 

p [(50~y~59)n(75~ x~85)] lli = 0,1612 

5+8+2+8+2+5 30 
p(x < 75) = 155 155 

0,193.--= 

5 
p[(x < 65)n(y < 50)] = 155 = 0,032. 

8
P [(40~ y ,49)n (65, x ~ 75)J 0,051.

155 

****************** 

2.6 PMa la f.¡eñ.ilizau6n de emeJLgenua de un hof.¡pda.l f.Je. han 
il1.-6talado dof.¡ indieado~UJ que 6unuonan independientemente. La p~o 
bab~dad de Que el in.dieado~ aeuone d~nte la av~a UJ igual a 
0,99 pMa el pJWneJLO de e.UM ij 0,95 pMa el f.Je.gundo. HattM la ­
p~obabilidad de que d~nte la aveJúa aeuone Mlo un incUeadolT.. 

s O L U e ION: 

Consideremos los siguientes sucesos: 

A = "funcione el indicador 	 0,99{ p(A)1"" l =} 
B = "funcione el indicador 2°" p (B) 0,95 

Como queremos que durante la avería funcione solo un indicador, se 

ra que funcione A y no B o que funcione B y no A, lo que expres~ 

remos del siguiente modo: (A n B) U (A n B) 

p [(A n B) U (1\ n B)] 	 p(A n B) + p(A n B) p(A)p(B)+p(A)p(B) 

0,99.0,05 + 0,01.0,95 0,059 

****************** 

2.7 La l'J~obabilidad de Que una mu'¡ eJL viva deYl-Úto de 30 ai'íof.¡ e.f.J 
0.25 y la YJ~obabilidad de Que viva f.¡u húo deYl-Úto de 30 añof.¡ e.f.J 0,90. 

CalwlM: 

ce) P~obabilidad de que ronbM vivan. 

b) P~o babilidad de que únic.ame.nte viva la maMe. 

c.l P~obabilidad de que únic.amente viva el hijo. 

d) P~obabilidad de que al mel1Of.¡ viva uno de lof.¡ dM . 


• 
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s O L U e ION: 

Representemos por M y H respectivamente a los siguientes sucesos: 

M "que viva la madre dentro de 30 años" 

H "que viva el hijo dentro de 30 años" 

cuyas probabilidades son concocidas, p(M) = 0,25 y p(H) = 0,90 

por tanto las probabilidades de los sucesos contrarios sGrán: 

p(M) = 0,75 y P (H) = 0,1 

a) Probabilidad de que ambos vivan dentro de 30 años . 

p(M ( \ H) = p(M) .p(H) = 0,25.0,90 = 0,225. 

b) Probabilidad de que Únicamente viva la madre dentro de 30 años. 

p(H n H) = p(M).p(H) = 0,25.0,10 = 0,025. 

c) Probabilidad de que Únicamente viva el hijo dentro de 30 años . 

p(H n H) = p(M) .p(H) = 0,75.0,90 0,675. 

d) Probabilidad de que al menos viva uno de los dos. 

p(H U H) P (M U H) - p(Mn H) = 1 - p(H) .p(H) 

0,1.0,75 0,925. 

***k******************* 

2.8 Un u,wcU..an:te de CúnuM B-<..0{6g-<..c..M bw.,c..a una 66tvnu{a que n~ 

c..u,da en .:tJtu, .:tJto.;ta.dM de B-<..o qu.&n..¿c..a. LM pILO bab~dadu, de que {a 

c..d..ada 66tvnu{a .6 e enc..uen.:tJte en e.{ pMmVl.O, 1.> egundo o :tvz.c..vz. .:tJta:tado 

ILU, pec..:t-<..vamente Mn, 0,5; 0,6; 0,7. HillaJr.. la pILO bab~dad de que la 

66tvnu{a 1.> e mc..ue¡-l-ÓLe: 

a) So{amen:te en 1.1..11 .:tJto.;ta.do. 

b) Urt-<..c..amen:te en d0.6 .:tJta:tadM. 

c..) En {M .:tJtu, .tJw;ta.dM. 


s O L U e ION: 

Representemos por A, B Y C los siguientes suces os: 

"la fórmula se encuentra en el primer tratado" 

B = "la fórmula se encuentra en el segundo tratado"t= 
C "la fórmula se encuentra en el tercer tratado" 

siendo sus probabilidades: p(A) = 0,5; p(B) = 0,6; p(C) = 0,7. 

a) Que la fórmula se encuentre en un s olo tratado. 

http:tJw;ta.dM
http:tJto.;ta.do
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P[(AflEíflClU(A"flBflClU(AflEíflCl] = 0,5.0,4.0,3 + 0,5.0,6.0,3 + 

+ 0,5.0,4.0,7 = 0,29 

bl 	 Que la fórmula se encuentre únicamente en dos tratados. 

p[(AnBnClU(AnEínclU(AnBnCl] = 0,5.0,6.0,3 + 0,5.0,4.0,7 + 

+ 0,5.0,4.0,3 = 0,29 

cl 	 Que la fórmula se encuentre en los tres tratados. 

p(AnBnCl = p(Al .p(Bl .P(Cl = 0,5.0,6.0,7 = 0,21. 

******************* 
\ 

2i9 Ef 10% de fa.ó peMOnM que c.ontJu¡en -tubeJtc.u.fOf.,i.!., del apaAa­
to ItUpbuLtoJUo nO. .6e c.u.Jtan ¿Cu..áf U fa pltobab,iLtdad de que de 4 peJt 
.6OnM que c.ontJu¡en fa enneJr.medad no .6e c.u.Jte. rúnguna? 

S~ ap~c.amo.6 un nuevo :tJta:t~e~~o .6oblte un 9ltupo de c.ontltof 
c.ompuuto pOIt 30 peMOnM que padec.en fa enneJr.medad y obtenemo.6 c.o­
mo ltuuLtado fa c.u.Jtau6n de todM elfM, ¿podemOf., deUlt que el :tJta:ta 
miento ha ,6,{.do eMc.az? PaAa elfo c.alc.ú.e.ue fa pltobab,iLtdad de que­
hub~ue oc.uJl.JUdo el ltuuLtado ob.6eJtvado, .6~n habeJt ap~c.ado el nue­
vo :tJta:t~ento. 

s O L U e 10 H: 

Sea A el suceso curar a un paciente que padece tuberculosis del ap~ 

rato respiratorio, por tartto el suceso contrario será A. 

Las probabilidades de ambos sucesos son: p(]G 0,1; p(Al 0,9 

En el primer caso, se desea saber: 
4

0,1 = 0,0001 

En el segundo caso, calculemos la probabilidad de que de 30 indivi­

duos curen todos: 
30 veces 30 30 

p(A nA nA n •.. n Al = p(Al = 0,9 = 0,0424. 

Obsérvese que se trata de una probabilidad pequeñisima y si 

con el nuevo tratamiento hemos conseguido la curación de los 30 in­

dividuos podemos concluir que el tratamiento ha sido eficaz para el 

grupo de control. 

******************* 

2.10 EfeMdo un ~l1cUv~duo al azM y ob6eJtvado pOlt Rayo.6 X, .6e 
~9n0.6~c6 que utaba tubeJtc.u.fo.6o. La pltobab,iLtdad de que en fa p~ 

• 
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btau6n de. ta que. .6e. eLlM6 U -lncüv-lduo, uno de. UtM .6e.a tubeJtc.u­
t0.60 e..6 de. 0,01. La p~obab~dad de. que. un ap~o de. Rayo.6 X de.:te.c. 
te. que. un -lncüv-lduo e..6 tubeJtc.uio.6o .6-le.ndoto e..6 0,97 Y no .6-le.ndoto ~ 
e..6 0,001. ¿Que. podemM de.~ ac.eJtc.a det cüagn6.6tic.o? 

s O L U e ION: 

Representemos por T, T Y A a los sucesos siguientes: 

T = "que un individuo sea tuberculoso" 


T "que un individuo no sea tuberculoso" 


A = "detectar que un individuo es tuberculoso" 


Por tanto, sus probabilidades son: 

~p(T) =0,01 ~ p (T) = 1-p (T) = 0,99 

(P(A/T) =0,97 ( p (A/T) = 0,001 

El problema nos pide encontrar la probabilidad siguiente: p(T/A). 

Aplicando el teorema de Bayes, resulta: 

p(T) .p(A/T) 0,01.0,97 
p('1'/A) 

p(T) .p(A/T) + p(T) .p(A/T) 0,01.0,97+0,99.0,001 

0,907. 

******************** 
tI 

2.11 Se. ~e.e. que. un e.nnvrmo ha pocüdo c.ontMeJt tM e.nnvrme.dade..6 A 
o B, c.on p~obab~dade..6 0,25 y 0,4 ~e..6pe.c.tivame.nte.. 

p~ e..6:tabte.c.eJt un cüagn6.6tic.o cüneJte.nuat, .6 e. .6Ome.:te. at pa­
ue.nte. a un anáL<J.>-i..6 c.f..,[n-i.c.o, det que. .6Oto .6 e. pue.de.n o bte.neJt dM ~e. 

.6uitado.6 PO.6"-tivo o ne.gativo. Po~ ta e.xp~e.nua ac.umutada e.n o~o~ 
C.MO.6 anátogM, .6e. f.>abe. que. ta pMbab~dad de. que. U anáL<J.>-i..6 ~e.­

f.>uite. P0f.>"-tivo pana tOf.> que. pade.c.e.n ta e.nnvrme.dad A e..6 0,04 Y 0,07 
pana tOf.> que. pade.c.e.n ta e.nnvrme.dad B. 

M e.nnvuno f.> e. te. hac.e. U anM.-l.6-i..6, y da ~e..6uitado pOf.>"-tivo. 
¿Cuál e..6 ta pMbab~dad de. que. U paue.nte. tuV-leJta ta e.nnvrme.dad A 
y c.uál e..6 ta pMbab,¿¿¿dad de. que. tUV-leJta ta e.nnvrme.dad B. 

s O L U e ION: 

El enunciado nos proporciona las siguientes probabilidades: 

~p(A) = 0,25 \ p (+/A) 0,04 

(P(B) = 0,4 Ip (+/B) 0,07 

1°) Probabilidad de que pade zca la enfermedad A, habiendo dado posi­

http:tubeJtc.uio.6o
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tivo el análisis. 

p(A) .p(+/A) 0,25.0,04 
p(A/+) = 

p(A) .p(+/A) + p(B) .p(+/B) 0,25.0,04+0,4.0,07 

0,263. 

2°) Probabilidad de que padezca la enfermedad B, habiendo dado posl 

tivo el análisis. 

p(B) .p(+/B) 0,4.0,07 
p(B/+) = 

p(A) .p(+/A) + p(B) .p(+/ B) 0,25.0,04+0,4.0,07 

0,73. 

********************j 
. \. 

2.12 EH un hOJ.,p-aa.f.. e/.>peuaLizado en en6eNnedade/.> del. .to/tax, ;'n 
glLe/.>an un plLomedúI de 50% de eniÍeNnOJ., c.on blLonq~, 30% c.on ne!!:. 
mo rúa lj 20% c.o 11 g/upe. La pILO bab,{L¿dad de c.UlLau6 n c.ompf.e.ta de c.a­
da una. de. e/.>.ta~ en6eNnedade/.> e/.> !te/.>pec..t;.vamen.te 0,7 jO, gj lj 0,9. 

Ü/1 en6eNno ;.n.te.l1.nado en el. hOJ.,p~ ha údo dado de afx.a ­
c.ompf.e..tamen.te !.lano. HaUM f.o. pMbab~dad de que el. en6eNno dado de 
illa, ;'ng!te/.>a.Jta c.on bMYlq~. 

s O L U e ION: 

Representemos por A , A , A3 a los siguientes sucesos:
1 2 

Al "el enfermo ingresa padeciendo bronquitis" 

A
2 

"el enfermo ingre sa padeciendo ne\.UTIonía" 

A3 "el enfermo ingresa padeciendo gripe" 

siendo sus probabilidade s los siguientes valores: 

0,2. 


Sea C el suceso "el paciente cura~ 


También conocemos las siguientes probabilidades: 


Deseamos saber la probabilidad de que el enfermo ingresara con bron 


quitis condicionado a que ha sido dado de alta totalmente curado. 


Es decir: p(Al/C). 


Aplicando el teorema de Bayes resulta: 


http:c.ompf.e.ta


65 PROBABILIDADES 

0,5.0,7 = 0,4545.
0,5.0,7 + 0,3.0,8 + 0,2.0,9 

********************** 
h 

2.13 Una. en6eAmedad puede .6elt pltOduuda pOlt .tJLe.6 v,()w..6 A, B Ij C. 
En un R..abo/taXo'Úo .6e .t{.ell.eH .tJLe.6 tubo.6 con v-ÚtU.6 A, d0.6 con eR.. v,()w..6 
B Ij unco con eR.. v-ÚtU.6 C. La pltobab~dad de que eR.. v-ÚtU.6 A pltoduzca 
R..a en6eromedad e.6 1/3, que R..a pJtoduzca eR.. v-ÚtU.6 B e.6 2/3 Ij que R..a pitO 
duz ca eR.. v-ÚtU.6 C ~~ 1/ 7. ­

Se ~nocuR..a un V~!tU.6 a un a~aR.. Ij contJtae R..a en6eAmedad. 
¿Cu.á.t e.6 R..a pltObab.uA_dad de. que. eR.. v-ÚtU.6 que .6e ~nocuR..6 6u~a e-t C? 

s O L U e ION: 

Si representamos o r E al suceso "el animal contrae la enfermedad". 

Tendremos: p (A) 3/10 p(B) 2/10 p (e) 5/10 

p (E / ) 1/3 p(E/B) 2/3 p(E/e) 1/7 

Queremos calcular p(e/E). Aplicando el teorema de Bayes, re­

sulta: 

p(C)p(E/C) 
P (C/E) 

p(A)p(E/A) + p(B)p(E/B) + p(C)p(E/C) 

5 1 
10 7 

3 1 2 2
---+--+
10 3 10 3 

5 
10 

1 
7 

0,304. 

********************** 

2.14 En una pobR..au611 lj en un dUeJ!Jn{.nado momen..to, .6e conocen 
R..M pltObab~dade.6 de que W t útMv~duo tenga R..M en6eAmedade.6 A, B Ij 
C Ij de que e.6t~ .6ano , .6 ¿endo e~tM R..M .6~gMen..te.6: 

p(A] = 0,02 p(B] = ,05 p(C] = 0,03 p(S] = 0,9 
Colt.6~d~em0.6 un ,~l, toma , lte¡y!.v,erLtado pOlt eR.. úmboR..o &. LM 

pltobab~dade.6 de que .6e ):J!tM en.te. cüc.ho .6Intoma en cada CMO an..touolt 
.6On: p{&/A] = 0,99 p(&/B]' = 0,4 

p(&/C] = 0,1 )?(& / S] = 0,01 
Ex.~nando a un ~ncüv~du(),~ e ob~~va que plte.6 en..ta eR.. cJ.;ta­

http:J!tMen.te
http:6~gMen..te
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do .6,¿rLtoma &. Se de..6 ea c.aic.ulaJt: 
4 0) p(S/&)1°) p(A/&); 2°) p(B/&); 

s O L U e ION: 

Corno tenernos todos los datos directamente en el enunciado, apl,~, 

carernos el teore~a de Bayes. 

0,02.0,99
P) p(A/&) = 	 0,382.

0,02.0,99 + 0,05.0,4 + 0,03.0,1 + 0,9.0,01 

0,05.0,4
2° ) p(B/&) 	 0,386.

0,02.0,99 + 0,05.0,4 +0,03.0,1 + 0,9.0,01 

0,03.0,1
3°) p(C/&) 	 0,057.

0,02.0,99 + 0,05.0,4 + 0,03.0,1 + 0,9.0,01 

0,9.0,014 0) p(S/&) 	 0,173
0,02.0,99 + 0,05.0,4 +0,03.0,1 + 0,9.0,01 

********************** 

2.15 En una dueJVrlinada e..6 peue .6 e ha ob.6 eJtvado que de padJte..6 
c.on oj0.6 O.6c.UJto.6 nac.en luj0.6 de ojO.6 0.6C.W10.6 en u 5% de J!.0.6 C.CL60.6, 

e lujo.6 C.OI1 oj0.6 daJto.6 en u 8% de J!.0.6 C.CL60.6. Vu mi.6mo modo .6e ha 
ob.6e.Jtvado que de padJte..6 c.on ojO.6 c.J!.aJt0.6 l1ac.en hijo.6 c.on ojO.6 O.6c.u­
Jt0.6 el1 U 9% de J!.0.6 c.CL60.6 e luj0.6 c.on ojO.6 daJto.6 U 78% de J!.0.6 c.a­
.6 0.6. E.6tabJ!.ec.e.Jt J!.CL6 Jtuauo ne..6 que ewten entJte u c.oJ!.oJt de J!.0.6 
ojO.6 du padJte Ij du hijo de J!.a c.itada e..6peue. 

s O L U e ION: padres 

hijos ¡ 
oscuros A 

-
claros A 

oscuros B 0,05 0,09 

-
claros B 0,08 0,78 

Calculemos las siguientes probabilidades condicionadas: 

1°) 	 Probabilidad de que e l hijo tenga ojos oscuros condicionada a 

que el padre también los tenga. 

P (A n B) 0,05 	 0,05
p(B/A) = 	 0,39 . 

p(A) p (A n B) + P (A n 13') 0,05+0,08 

http:E.6tabJ!.ec.e.Jt
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2°) Probabilidad de que el hijo tenga ojos claros, condicionada a 

que el padre los tenga oscuros. 

p(B/A) = 1 - p(B/A) = 1 - 0,39 = 0,61 

3°) Probabilidad de que el hijo tenga ojos oscuros, condicionada a 

que el padre tenga los ojos claros. 

p(B/A) 
p(AnB) 

p(A) p(A 

0,09 

n B)+p(AnB) 

0,09 
0,09 + 0,78 

0,103. 

4°) Probabilidad de que el hijo tenga ojos claros si el padre los 

tiene también claros. 

p(B/A) = 1 - p(B/A) 1 - 0,103 0,897 

****************** 
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3 - OISTRIBt1CIONE'S 

DISCRETAS 

1. 	 GENERALIDADES 

1.1 	 VARIABLE ALEATORIA.- En un espacio probabilístico (E,A,p), ll~ 

maremos v~vÚÁbte ateato~a,y representaremos por X, a una fun­

ción del conjunto de los sucesos elementales de un experimento 

aleatorio en el cuerpo de los números reales. 

De tal forma que dado un número real cualquiera x, si 

consideramos el conjunto de todos los sucesos elementales, pa­

ra los que la función X toma valores menores o iguales a x, 

ese conjunto ha de ser un suceso del algebra A. 

1.2 	 VARIABLE ALEATORIA DISCRETA.- Se dice que una variable aleato­

ria es ~~eta, cuando el conjunto imagen de la función X,es 

un subconjunto de IR finito o infinito numerable. 

NOTA: Se cüc.e que un c.onjun:to v., -<-n6-{.rU;to nUJ'J1eJU1bte, -6-<- -6e pu]
de v.,tabtec.~ una apf~c.ac.-<-6n b-<-yeci-<-va e~e cüc.ho c.onjun:to y~ el c.onjun:to de t0-6 núm~0-6 natWta.tv.,. 

Es decir, las variables aleatorias discretas solo pue­

den tomar valores "aislados". 

1.3 	 LEY DE PROBABILlDAD.- Consideremos un espacio probabi1.ístico 

(E,A,p) y sea X una variable aleatoria discreta que toma los 

valores xl' x 2 ' , x ' para cada uno de los cuales se ca n 
nace su probabilidad. Es decir: p(X = x.) = p.;;' O, (Lp.=ll

I I I 

Llamaremos tey de p~obab~dad, de la variable aleato­

ria X, a la correspondencia entre los valores xi y sus probab~ 

1idades p .. 
I 

http:natWta.tv
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1.l¡ FUNCION DE DISTRIBUCION.­ Consideremos un espacio probabilísti­

co (E,A,p), y sea X una variable aleatoria discreta, llamaremos 

6unC{6n de ~~buC{6n de la variable aleatoria X, a la fun­

ción: F(x) = op(X ~ x) 

1.5 PROPIEDADES DE LA FUNCION DE úISTRIBUCION.­
la) F(+oo) = 1. 

En efecto, ya que F(+ co ) 1i m F (x) 
x-++oo 

1¡m p(X ~ x) 
x -++oo 

2a ) F(-OO) = O 

En efecto, ya que F(- co ) = 1 im F(x)
X-+ -oo 

limp(X~x)
x-+ -co 

O 

3a 
) Si 

- En 
x,~ x2 

efecto, 

==} 

pues: 

F(x,) .:: F(x2) 

F(x2) P(X~x2) = p(X.::x,) + p(X{ X ~ x2) 

se 

F(X l ) + p (Xl < X .:: x2)· Como 

deduce que F(xl) ~ F (x2) . 

p (x 1< X.:: x2) .:. O 

Como consecuencia de esta propiedad se tiene que: 

p(x1 < X ~ x2) = F(x2) - F(X
1

) 

l¡a) F(x) es una función 

sea el valor de x. 

contínua a la derecha cualquiera que 

- En efecto, 

Cuando h -+ 

F(x,+h) - F(X,) 

O, se sigue que 

= p(x, < X.:: x,+h) 

F(x
1
+h) - F(x,)-+ O. 

Resumiendo estas cuatro propiedades diremos : 

Función de distribución es una función monótona 

creciente contTnua a la derecha en ~ada punto y tal que 

F{+ oo } =1 y F(- co ) = O 

no de­
.... 

'.6 ESPERANZA MATEMATICA DE UNA VARIABLE ALEATORIA DISCRETA.­ Sea X 

una variable aleatoria discreta, de tal forma que se conocen 

las probabil idades p(X = x.) = p.
I I 

Llamamos eJ.> peJtanza maiemctt:,¿c.a, valoJt eJ.> peJtado, U mecüa 

de la variable aleatoria discreta X, a la suma de la serie: 
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n 

E[X] = Lp.x.
i=l I I 

1.7 	 PROPIEDADES DE LA ESPERANZA MATEMATICA.­

la) La esperanza matemáti~a de una constante es igual a el la 

misma. Es decir: E[c] =c 

- En efecto, ya que la constante c, se considera como una 

variable aleatoria discreta que tiene un solo valor posl 

ble c y lo toma con probabil idad 1. 

Por tanto: E [c] = c.1 = c. 


2a
 ) 	 La esperanza matemática de la suma de dos variables alea 

torias es igual a la suma de las esperanzas matemáticas 

de los sumandos. 

Es decir: E [X + v] = E [X] + E [V] 

- En efecto, pues sean X e V las variables aleatorias dis­

cretas, dadas por las siguientes leyes de probabil idad. 

X V 

p p' p' p'
1 2 

Al construir la nueva variable X + Y, tendra la siguiente 

ley de probabil idad: 

X + V x1+Y1 x1+Y2 x2+Y1 x2+Y2 

p'" Pll P12 P21 P22 

Entonces la esperanza de X + V, será: 

E [X 	+ V] (x1+Y1)P 11 + (x1+Y2)P 12 + (x2+Y1)P21+(x2+Y2)P22= 

por el teorema de adición, tenemos : 

P1l+P12 

Pll+P21 

= P1 l= pi 

P21+ P22 

P12+P22 

P2 

p'2 

E [X + V] xlPl+x2P2+Y1P'+Y2P2 E[X] + E [V] . 



74 	 J.R.VIZMANOS - R.ASENSIO 

2aObservación.- Para la demostracción de esta propiedad ) 


hemos supuesto únicamente dos valores posibles para cada 


una de las variables. Análogamente se demostraría para más 


valores. 


General izando la propiedad anterior se tiene: 


3a ) 	 La esperanza matemática del producto de una constante por 

una variable aleatoria es igual al producto de la constan 

te por la esperanza de la variable. 

Es decir: E [cX] = c E [ X ] 

- En efecto, ya que: 

E [cX] = LC xi Pi = cLX i Pi = c E[X] 

4a ) 	 La esperanza matemática del producto de dos variables alea 

torias independientes es igual al producto de sus esperan­

zas matemáticas 

Es decir: E[X.V] E[X].E[V] 

- Supongamos dos variables X e V con leyes de probabil idad 

como las vistds para la demostracción de la propiedad 2a ). 

X V 

p pI pI pI
¡ 2 

Al construir la nueva variable X. V, tend rá la siguiente 

ley de probabil idad: 

X V x¡ . Y ¡ x¡Y2 x2Y¡ x2Y2 

p,', p ¡ . p; P¡P2 P2 P; P2 P2 

Entonces la esperanza de X.V, será: 

E,[ X. v] x¡y¡p¡Pi+x¡Y2P¡P2+x2Y¡P2P,+x2Y2P2P2 

Y¡p; (x¡P¡+x2P2) + Y2P2(x¡P¡+x2P2) 

=(x¡P¡+x2P2) (Y¡P,+Y2P2) = E [X].E [V]. 

General izando para un número arbitrario de variables alea 
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torias independientes, tendremos: 

E[X 1X2 · .... X ] = E[X 1] E[x ]· .... EIX ]n	 2 n

1.8 	 MOMENTOS RESPETO AL ORIGEN.- Llamaremos momento de oftden ft ftU> 

pecio al o~gen de la variable aleatoria X, y representaremos 

por a , a la esperanza matemáticadeX r . r 
Es decir: 

En el caso de variable aleatoria discreta, tendremos: 

a E [ Xr ] = 2" x.r p.r ' I I 

De lo que se deduce: 

al = 	 E ! X ] = ¿ x. p.
I I 

Es decir, la esperanza matemática coincide con el momen 

to de primer orden respecto al origen, que de ahora en adelante 

llamaremos media poblacional y representaremos por ~. 

1.9 	 MOMENTOS RESPECTO A LA MEDIA.- Llamaremos momento ftu>pecto ata 

media o momento centJtal de oftden ft de la variable aleatoria X y 

representaremos por ~r' a la esperanza matemática de (X - ( 1)r. 

Es decir: ~ r = E [( X - al) r J 
Para 	el caso de variable aleatoria discreta, tendremos: 

~r = E[(X - Ct 1)rJ = L (xi - Ct 1)r Pi 

Del mismo modo a como vimos en Estadística Descripti ­

va el momento de primer orden es nulo, ya que: 

~1 =E[X-a] = E ! X ] - E ! al] al - al O
1 

El momento de segundo orden es igual a la varianza. 
2 2Es decir: 	 L (x. - a ) p. = a~2 E[(X - al) 2J = 

I 	 1 I 

También se suele expresar por: 

a2 
= V [ X 1 = D

2 
[ X l. 

1.10 	RELACION ENTRE AMBOS MOMENTOS.­

r 1 r 2~r 	 E [(X - ( 1)r] = E [x r 
- (~) x - al + (~) x - a~- ... ± a~J = 

a r -	 (~) al a r - 1 + (;) a~ a r - 2 -. .± a~ 
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Esta expresión nos permite pasar de los momentos respecto al 

origen a los momentos centrales. 

Como caso particular, para la varianza tendremos: 
2 

al 


Del mismo modo, desarrollando la expresión siguiente: 


Jl r 	 E [xrJ = E[~X - + alr]al) 

+ (;) al + (;) a~ a - +a r a r - l r 2 + 

Obtenemos la expresión que nos da los momentos respec­

to al origen conocidos los momentos respecto a la media y la 

media. 

2. 	 DISTRIBUCION BINOMIAL 

2.1 	 INTRODUCCION.En gran parte de los problemas clínicos, biológi­

cos, etc. debemos considerar ciertas alternativas cuya probabl 

1 idad es constante. 

Por ejemplo, en una determinada especie se sabe que la 

probabil idad de que un individuo vacunado contra cierta enférme 

dad, contraiga dicha enfermedad es 0,2, por tanto, la probab11l 

dad de que no la contraiga será 0,8. 

Entonces, se puede preguntar, ¿cuál es la probabil idad 

para que de una muestra de n individuos tomados al azar de una 

población, en la que todos han sido vacunados, se encuentren r 

individuos que contraen la enfermedad? 

2.2 	 DEFINICION.- Consideremos un experimento aleatorio cualquiera, 

para el que únicamente se pueden presentar los sucesos A y con 

trario A , con probabil idades p y q respectivamente. 

Representemos al suceso A como é~o y como consecuen 

cia el suceso A , será 6naca6o. Realicemos n pruebas sucesivas 

del mismo experimento aleatorio. 

Deseamos saber la probabil idad de obtener r éxitos en 

n pruebas. 

http:INTRODUCCION.En
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Para ello consideremos uno de los casos en que se veri 

fica, obtener ~ éxitos en n prueb~s. Sea el suceso: 
r veces n-r veces 

AnAnAn ... nAnAnAnAn ... nA 

Esta claro que la probabil idad de este suceso, ten¡e~ 

do en cuenta la independencia de los resultados en sucesivas 

pruebas, será: 
r n-r r n-r 

p (A nA n . . nAnA n A n ... nA) = p .q 

Ahora bien, conviene considerar todas las maneras posi­

bles de obtener r éxitos y n-r fracasos, estas serán las perm~ 

taciones con repetición de n elementos entre los que r están 

repetidos .y n-r también. 

pr, n-r nI
Es decir: 

n (n - ~)! r! 

Por tanto la probabilidad 	pedida será el producto de 
r n-reste 	número por la probabilidad p • q 

(x -	 r) - n! r n-r'::s decir: p - - (n-r)! r! p q 

2.3 	 LEY DE PRORABILIDAD.- Como acabamos de ver, sea X una variable 

discreta que representa el número de éxitos. 

La función que nos da la probabil idad de que en n pru~ 

bas se produzcan r éxitos, viene dada por la expresión: 

r n-rp(X = r) p q(~) 
Obsérvese que esta es una función puntual, que nos da 

la probabilidad para los distintos valores desde X = O hasta 

X = n. ~l cálculo de esta función sería laborioso, por esta ra 

zón se han construido tablas (Ver APENDICE tabla 1), que nos 

proporcionan para los distintos valores de n y de p, la proba­

bilidad de que la variable X tome los distintos valores de O 

a n. 

2.4 	 FUNCION DE DISTRIBUCION.- Por lo visto en 1.4 del presente ca­
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pítulo. Llamaremos 6un~6n de ~~bu~6n b~omiat y represe~ 


taremos por F(x) a la siguiente expresión: 


F(x) = p(X5. x) ~ (n) pr qn-r
r~O r 

Obsérvese que a partir de la definición de F(x), es i~ 


mediato comprobar que se verifican las propiedades vistas en 


1. 5. 

2.5 	 CARACTERISTICAS ESTADISTICAS.- Veamos un caso particular de la 

distribución binomial, aquel en el que únicamente se real iza 

una prueba en lugar de n. 

A esta variable se le llama variable aleatoria de Ber­ , 
nouill i, Y es una función que toma los valores: 


con probabil idad p 


O con probabil idad q 1 - P 


Por tanto, la media será: 

I1=E{X]= LP.x. = 1.p+O.q P 
I I 

La varianza será: 

2 2( 1 - p ) p+ ( O - P ) q 

pq. 

Consideremos ahora el caso de una distribución binomial 


con n pruebas repetidas. 


Se tiene que: 


Media 11 E r XI n p 
2' 

Varianza a n p q 

Desviación típica a = ~ 
q - pCoeficiente de asimetría 
~ 
1 - 6 P qCoeficiente de curtosis y = 

2 
n p q 

2.6 	 APLICACION DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL A LA HERENCIA BIOLOGICA.­
1Consideremos un animal cualquiera cuyos padres pertenecen a dos 
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grupos distintos A y S. Sea PA la probabil idad de que el hijo 

pertenezca al grupo A y PS = 1 - PA' la probabil idad de que el 

hijo pertenezca al grupo S. 

Si se cruzan n parejas de animales, siendo urlo del yr_L!.. 

po A y otro del grupo S, el número de descendientes que perte­

necerán al grupo A sigue una distribución binomial de paráme ­

tros n y PA' Del mismo modo, el número de descendientes que 

pertenecerán al grupo S, sigue una distribución binomial de p~ 

rámetros n y PS' 

2.7 	 AJUSTE DE UN DISTRISUCION EMPIRICA POR UNA DJSTRISUCION TEORICA 

Si se observa que una variable estadística obtenida experimen­

talmente a partir de una muestra satisface las condiciones que 

conducen a una distribución binomial, tendrá una distribución 

empírica que se aproximará a una distribución binomial teórica. 

El problema está en seleccionar entre todas las distri 

buciones binomiales, la que mejor se aproxima a la distribución 

empírica. Este es el fundamento del aJ1L6te utadMtic.o. 

Por otra parte se demuestra que la distribución bino­

mial que mejor se aproxima a una distribución empírica es aque­

l la que tiene la misma media. 

Para ello calcularemos la media muestral observada x y 

la haremos coincidir con la media poblacional 

x p =­
n 

Por tanto,_consideraremos la distribución binomial de 
xparámetros n y 
n 

En próximos capítulos, trataremos de dar una medida ob 

jetiva de la bondad del ajuste efectuado. 

3. 	 DISTRIBUCION HIPERGEOMETRlCA 

3.1 	 INTRODUCCION.- Ya hemos visto como la distribución binomial co­
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rrespondía a sondeos de una población donde los individuos se 

clasificaban en dos categorias, teniendo en cuenta que estos 

sondeos se real izaban con reemplazamiento. Pues bien, la distr~ 

bución hipergeométrica corresponde a sondeos sin reemplazamien­

to de una población finita, en la que los individuos se clasi ­

fican también en dos categorias. 

3.2 	 DEFINICION.- Se dice que una variable aleatoria X que puede to­

mar los valores comprendidos entre O y n , tiene una distribu ­

ción hipergeométrica, cuando: 

p(X r) 

siendo Np Y Nq números enteros. 

A continuación vamos a dar una idea física de esta dis­

tribución mediante un modelo de urna. 

Consideremos una 9ran urna que contiene N bolas de las 

que: 
son blancas (p proporción de blancas)~NP 

?Nq 	 son negras (q proporción de negras 1 - p) 

Se extrae sin reemplazamiento una muestra de n bolas,Al 

ser sin reemplazamiento, la composición de la urna varía en ca­

da extracción. 

El número de muestras distintas de tamaño n que pode ­

mos realizar será: (~). 
El número de muestras diferentes con r bolas blancas se­

rá: (N:) (nN_qr) . 

Si representamos por X el número de bolas blancas conte 

nidas en la muestra de tamaño n, tendremos que: 

p(X r) 

(~ ) 
donde r ( 1 e IN, 1 lO, 1,2;. . ., n! 
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Esta función que acabamos de ver, es la ley de probabil idad de 

la distribución hipergeométrica. 

3.3 	 FUNCION DE DISTRIBUCION.- Llamaremos óunC{6n de ~~buC{6n h{ 

peJtgecmU/l-ú'-a y representaremos por F(x), a la siguiente expre­

sión: x 

F(x) L 
r=O 

Obsérvese que a partir de la definición de F(x), se pu~ 

de comprobar que cumple las propiedades de toda función de dis­

tribución vistas en 1.5 del presente capítulo. 

3.4 	 CARACTERISTICAS ESTADISTICAS.-

Jj = E [X 1= np 

La media aritmética de esta distribución es independiente 

de N y es idéntica a la media de la distribución binomial. 

2
2°) 	 Varianza: CJ 

Obsérvese que la varianza de la distribución hipergeométr~ 

ca es menor que la de la distribución binomial, ya que el 
N-n N-nvalor de < 1. Al factor -----, se le conoce
N - 1 	 N - 1 

con el nombre de Óactok de exha~~vidad. 

El factor de exhaustividad únicamente será igual a la uni 

dad en los siguientes casos: 

1°) n = 1, en cuyo caso solo se extrae una bola y por tan 

to existe identidad entre las extracciones con 

y sin reemplazamiento. 
N-nEn este caso 1 im = 1 y también aquí, 

N-+ooN-1 
supuesta la urna de extensión infinitamente gra~ 

de existe identidad entre las dos formas de ex­

tracción. 

3.5 	 CONVERGENCIA DE LA DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA CON LA DISTRI­

BUCION BINOMIAL.- Ya hemos visto, que la distribución hipergeo­
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métrica depende de tres parámetros, que son: la extensión de la 

urna N, la extensión de la muestra n, y la composición de la ur 

na p, en cambio, la distribución binomial solo depende de estos 

dos últimos parámetros n y p, parece lógico que dada la mayor 

sencillez de esta última, convenga estudiar la posible aproxim~ 

ción de la distribución hiperge6métrica a la distribución bino­

mial. 

Para ello, estudiemos a que tiende la probabil idad de 

la distribución hipergeométrica cuando N ~ oo. 

(Np)! (Nq)! 
r! (Np-r)! (n-r)! (Nq-n+r)!1 im1 im N!N ~ coN ~ co 

n!(N-n)! 

n! 	 rNp (Np-l) ... (Np-r+l) Ir N (Nq-l) ... (Nq-n+r+l )]
1 im 

r!(n-r)! 	 N(N-1) ...1N-n+1)
N~ 

r n-r 
p q 

4. 	 DISTRIBUCION DE POISSON 

4.1 	 INTRODUCCION.- La distribución de Poisson se encuentra en el ca 

50 de probabil idades pequeñas, de ahí que se denomine l ey de lo~ 
~ uc.v.. o~ 	JtaJto~. 

Así por ejemplo, las variables siguientes obedecen a la 

ley 	de Poisson. 

Número de partos triples por año, en un determinado país. 

Número de átomos desintegrados por segundo, en una cierta 

cantidad de material radiactivo. 

Número de individuos albinos nacidos durante un año, en un 

país. 

Núme ro de el ec t rones em i t i dos por un cá todo exc i t3do, en un 

cierto intervalo de tiempo. 

Número de individuos centenarios. 
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Número de bacterias de una determinada especie contenidas 


en un centímetro cúbico de cultivo. 


Número de personas que fallecen diariamente por infarto de 


miocardio en una gran ciudad. 


4.2 	 DEFINICION.- Se dice que la variable aleatoria X sigue una ley 

de Po~~on, si puede tomar los valores enteros 0,1 ,2, ... ,n 

siendo sus probabil idades: 

p (X = r) 

Siendo A una constante positiva que se denomina pará­

metro de la distribución de Poisson. 

4.3 	 LA DISTRIBUCION DE POISSON COMO LIMITE DE LA DISTRIBUCION BINO-

MIAL.- Supongamos que real izamos n pruebas independientes sien­

do p la probabil idad de que ocurra el suceso A, en cada una de 

las n pruebas. 

Para hallar la probabil idad de que ocurra r veces el 

suceso A, util izaremos la distribución binomial. 
n) r n-rEs dec i r. p(X = r) ( r p q 

Ahora b:en, si la probabil idad del suceso A es muy pe­

queña y n es muy grande, vamos a ver que obtenemos una aproxi­

mación muy buena, mediante otra distribución que resulta ser 

la distribución de Poisson. 

Para ello hemos de admitir que el producto np con­

serva un valor constante que llamaremos A. Esto significa que 

el promedio de apariciones del suceso, para distintos valores 

de n permanece invariable. 

Calculemos el límite de la distribución binomial para 

p pequeño, n grande y np = A. 

G) 
 r n-r n (n -1 ) ... (n - r+ 1 ) r n-r 
p (X = r) = p q 	 p qr! 

n (n - 1 ) . .. (n - r+ 1 ) A r-r 	=-r! (~ r( 1 n 
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n (n - 1 ) ... (n - r+ 1 ) >.. )n-r
1 - ­

r ( n 
n 

>.. n (n-J) ... (n-r+J) 
-

r 

n 
(1 - +f (1 

r 

n (n - 1 ) • • • (n - r+ 1) ]r 

(1 
n 

- +f 
r 

>.. 	 (1-~)(1-~) ... (1-~)
(1 	 +fr! 

(1 - +f 
n-Jooo n ->.. 

Ahora bien, e = e 

I im 
n-+ oo 

y 

I im 	 en>") 

por tener el mismo número de factores en el numerador que en 
el denominador. 

r 
>.. 	 ->..

Por tanto: p (X = r) = e 

Que por la definición 4.2 sabemos que se trata de la distribu­

ción de Poisson. 

En la práctica, se reemplaza la distribución binomial 

por la de Poisson, cuando simultaneamente n sobrepasa 50 y p 

es menor que 0,1. 

4.4 	 LEY DE PROBABILIDAD.-Si X es la variable aleatoria de la dis­

tribución de Poisson, la función que nos da la probabil idad de 

que en n pruebas ocurra r veces el suceso A, viene dada por la 

expresión: r 
>.. ->..p(X r) e
r! 

donde r = O, 1 ,2, ... ,n 
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El cálculo de esta función sería muy laborioso y dada 

la importancia práctica de la distribución de Poisson se han 

construido tablas, que nos dan la probabil ¡dad para cada valor 

de r. (Ver APENDICE tabla 11 ) 

4.5 FUNCION DE DISTRIBUCION.- Llamaremos 6unu6n de.. CÜ!.J:tJUbuu6n 

de.. Po~~on y representaremos por F(x) a la siguiente expresión: 

~ >/ -A
F(x) = p(X..:x) = ¿-, e 

r =0 r. 

Compruebe el alumno, que la función F(x) verifica las 

propiedades expuestas en 1.5. 

4.6 CARACTERISTICAS ESTADISTICAS.­

00 00 0010) Media: 
Ar 1-A

IJ = E[xl = I:x.P. e - Ae ->-L Ar ­, , I:r r, - (r-l) , 
x.=O r=O r=O, "A e 

Por tanto, E 1xl 

-A,,", r 
= A e L.J "7"(-r---:1""'<'")-, A 

r-l 

Hagamos el cambio z = r - 1, entonces resulta: 

E[x2] = A e -A I: (z:~) / A e -~ zZ, / + 

-X~AZ -A A -A A+Ae - =Ae e+ e ez, 
2Por tanto, (J 
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Desviación típica: (} 


Coeficiente de sesgo: Yl = vx-1 


Como 	 Y > O, se trata de una distribución sesgada a la de­
1 


recha. 


5°) 	 Coeficiente de curtosis: 1 

A 

4.7 	 AJUSTE DE UNA DISTRIBUCION EMPIRICA POR UNA DISTRIBUCION DE 

POISSON.- Por lo visto en 2.7 del presente capítulo, tendremos 

que la distribución de Poisson que mejor se aproxima a una dis­

trib'ución empírica, es la que tiene la misma media. 

Por tanto, calcularemos la media experimental de las 

observaciones x y la distribución de Poisson ajustada será 

la que tenga por parámetro A x 

***************** 

PROBLEMAS RESUELTOS 

3.1 HillM R..a. UpeJUl.n.za. mlÚemá.Uc.a. y la. vaJU.a.n.za. de la vaJU.a.ble 
CÜ6cJleta. X, dada. pOft la. úglÚen-te ley de pJtoba.b-<.L[da.d: 

X 2 3 7I 
P 0,2 0,3 0,5 

s O L U e ION: 

a) Esperanza matemática: 

2.0,2 + 3.0,3 + 7.0,5 4,8 

b) Varianza: 

2 2 2 2
0 = E[(X - 4,8)2] (x. - 4,8) p. = (2-4,8) 0,2 + (3-4,8) 0,3 +L: ~ ~ 

+ (7-4,8)20 ,5 = 1,568 + 0,972 + 2,42 4,96. 

***************** 

http:vaJU.a.n.za
http:UpeJUl.n.za
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3 • 2 Lha vCUUa.b,f e a..tea.to /t,{a CÜI.> CJtua v~ene dada pOll. ,fa -6~g tU.en­
te ,fey de p~obab~dad: 

HaUM ,fa 6unu6n de CÜI.>~buu6n y ~ep~e.-6entM ,fa 6unuón 
de CÜI.>~buu6n y la. ,fey de p~bab~dad. 

s O L U e ION: 


Esta claro que al ser la función de distribución una función monótona 


no decreciente contínua a la derecha y tal que F (+ (0) = 1, F (- (0) = O, 


para este caso será: ¡ . , /u \ 
O x~2 

0,3 3<x~5
F (x) 

0,7 5<x~6 

0,9 6 < x~8 

1 x > 8 
0,9 

0,3_ 

11.2_ 

o o 2345678 

Gráfica de la ley de probabilidad Gráfica o.e la función de distribución 

******************** 

3.3 Lha v~ab.ee. X v ¿eHe de. MMda pOll. ,fa -6~gtU.e.nte ,fey de p~-
bab~dad: X 1 3 7 

p O, 1 0,4 0,5 

CCLCCu.tM ,f0-6 momentO-6 de 1o, 2o, lj 3oo~den ~e.-6 pecto a..t OM-
gen. 

s O L U e ION: 

Recordemos la expresión de momento de orden r respecto al origen 

=Elxr]= 2:< Pia r 

Por tanto tendremos: 

http:CCLCCu.tM
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a) Momento de primer orden respecto al origen: 

a, = E[X] = ¿ X.p. = '.0,' + 3.0,4 + 7.0,5 4,8
1. 1. 

b) Momento de segundo orden respecto al origen: 
r 2J 2 2 2 2 a = ELX = ¿ x .p . = , .0,' + 3 .0,4 + 7 .0,5 28,2

2 1. 1. 

c) 	 Momento de tercer orden respecto al origen: 
3] 3 3 ' 3 3 

a = [ = ¿ x.p . = , .0,' + 3 .0,4 + 7 .0,5 '82,4E X 
31.1. 

************************* 

3.4 lha vaJUable. ale.CLtoJUa. X vie.ne. dada pOIt la ~iguie.nte. l e.y 
de. pltobabilidad: 

X 4 5 

p 0,3 0,6 

CaleulaJt lo~ mome.nto~ de. 1~ 2~ 3°y 4°oltde.n It~pe.cto a la me. 
dia o mome.nto~ ee.ntJtal~. 

SOLUCION: 

a) 	 El momento de primer orden respecto a la media es siempre cero, 

ya que: 11, = E [X - a,J = E [x] - E [a,] = a, - a, = O 

Para calcular los momentos cent.rales, calcularemos previamente los 

momentos respecto al origen y posteriormente utilizaremos las fórmu 

las vistas en '.'0. 

a, E LXJ 3. O, , + 4.0,3 + 5.0,6 = 4,5 
2 2 2 

a dX2J= 3 . O, , + 4 .0,3 + 5 .0,6 20,7
2 

3 3 3 a E [x3J= 3 .0,' + 4 .0,3 + 5 .0,6 96,7
3 

4 4 4 
a E[x4

J= 3 .0,' + 4 .0,3 + 5 .0,6 459,9
4 

b) Momento central de 2°orden: 
2 2 

11 = a - a, 	= 20,7 - 4,5 0,45
2 2 

c) Momento central de 3°orden: 
3 3

113 = a -3a,a +2a, = 96,7 - 3.4,5.20,7 + 2(4,5) -0,5
3 2

d) Momento central de 4°orden: 
2 411 = a -4a a + 6a a - 3a 4,17

4 43' 2' , 

************************* 
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3.5 	 Sea X una vcvUa.ble cU.6 CAUa euya ley de p~obab~dad eJ.j: 

t 
\ 

X O 2 3 4 5 

P I 0,1 0,2 0,1 0,4 0,1 0,1 

1o ) CaleulM y ~ep~eJ.jen-tM gMfy{.eamen-te la 6unu6n de cU.6:tJUbuu6n. 
2O) CaleulM: a) p(X < 4,5) ¡ b) p(X>3)¡ e) p(32.X <4,5). 

s O L U e ION: 
0,9_

P) O x 2..0 0,8_ 

0,1 O < x~l 


0,3 1 < x ~ 2 


F(x) 0,4 2 < x~3 F(x) 
0,8 3 < x ~ 4 0,4_ 
0,9 4 < x ~ 5 O,3~ 

1 x > 5 

0,1 

O 2 3 4 5 x 

2°) a) p(X < 4,5) p(X = O) + p(X = 1) + + p(X 4) 0,9 

b) p(X":' 3) 1 - p(X < 2) = 1 - [ p(X = O) + p (X 1)J = 

1 - (0,1 + 0,2) = 0,7. 

e) p(32.X < 4,5) "" piX 3) + p(X = 4) = 0,4 + 0,1 0,5 

*********************** 

3.6 Sea X una vaJúable cU.6CAUa. que tiene pon ley de p~obab~-
dad la .6-tgu...i.en-te: p (X = ~) = 1/8, ~ = 2,3, ... ,9. 

CaleulM: 

a) p (X > 6) b) p (4 <X 2. 7) e) p (X ..:. 8) 

d) funu6n de cül.>:tJUbuu6n. 

e) Rep~eJ.je.n,tau6n de la ley de p!(obab~dad lf de la áunu6n de cU.6 


:tJUbuu6n. 

S O .L U e ION: 

1 1 1 3
a) p (x> 6) = P (X = 7) + P (X = 8) + P (X = 9) =-+-+­

888 8 

1 1 1 3
b) p(4<X2. 7 ) = p(X = 5) + p(X = 6) + p(X = 7) = 8"+ 8"+ 8" 

8 

1 1 2
e) p(X":'8) = p(X = 8) + p(X = 9) =-+­

8 8 8 

x - 1 
d) F(x) = p(X2.x) = = -8-' para x = 2,3, ... ,9 .L

x 

i 
r=2 
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e) Representación de la ley de probabilidad y de la función de dis 

tribución: 

7/~ 

6/8_ 

5/8­

4/ g-­

3/8­

2/8­

1/8 I ;~:::::::: 1/ 8 :::::::::;:JJ 	 ~¡,¡ ~~~~f :::::-;::::!W:!:" ::::::~~ ::::::::~: .. -1---------------- ­
234 5 6 7 8 9 2 3 4 5 6 7 8 9° 	 ° 


Ley 	 de probabilidad Función de distribución 

p(X = r) F(x) p(X ~ x) 

******************** 

3.7 Enc.on:tJtaJt, (u;t{Uzando.ta :tab.ta 1 del. APENVICE), lM pltoba 
bilidadeh, p (X 
uoneh b-<.nomia1.eh: 

= It); P (X ~ It) ; p (X < It), en .tM úgui.en:teh CÜ/.l,vubu 

a) 
b) 
el 

n 
n 
n 

7, 
Z, 
3, 

P 
p 
q 

0,3, 
0,1, 
0,9, 

It 
It 
It 

5. 
O. 
Z. 

s o L U e ION: 

a) 	 n = 7, P 0,3, r = 5. 

p(X 5) 0,025. 

p(X > 5) p(X = 5) + p(X 6) + p(X 7) 0,025+0,0036+0,0002 

0,0288. 

p(X < 5) - p(X > 5) = 1 - 0,0288 0,9712.-
b) 	 n =2, p 0,1 , r = O. 

p(X = O) 0,81. 

p(X ~ O) p(X O) + p(X 1) + p(X 2) 

p(X < O) - p(X > O) 1 = O. 

c) 	 n = 3, q 0,9, r = 2. Si q = 0,9 se sigue que p 0,1 • 

p(X 2~ 0,027. 


p(X > 2) p(X = 2) + p(X 3) = 0,027 + 0,001 0,028. 


p (X < 2) 1 - p(X ~ 2) = - 0,028 = 0,9720. 


http:u;t{Uzando.ta
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3.8 La p~obab~dad de e~C{6n en un det~nado ~amiento 
qu.-iAÚltg-.{.co e6 de O, 65. CCLtecUe6 e la pitO bab~dad de que en un gltUpo 
de 10 en6eJtmo~ ~e eUlten la mitad. 

s O L U e ION: 

Representemos por A el suceso que un individuo cure despues del tra 

tamiento quirúrgico y por A al suceso contrario. 

Entonces: p = p(A) = 0,65 y q = 1 - P = p(A) = 0,35 

Sea X la variable que representa el número de individuos que 

curan tras el tratamiento. Es evidente que dicha variable sigue una 

distribución binomial de parámetros: p = 0,65, n = 10 

10) 5 5Por tanto, p(X = 5) = 5 0,65 .0,35 = 0,1536( 

********************* 

3.9 s~ ~upon~ qu~ la pltobab~dad de nac~ ~no e6 0,45. CCLteu 
{~ {a p~obabitidad dQ qUQ Qn una 6~a con ocho hijo~, ~ean: ­

al Todo~ vaJton~. 

bJ At meno~ do~ vaJton~. 
eJ N~nguno ~ea vaJt6n. 

s O L U e ION: 

Sea A el suceso nacer varón y A el suceso contrario. Por tanto, 

p = p(A) = 0,45 y q = 1 - P = p(A) = 0,55 

Si representamos por X la variable que representa el número 

de varones que nacen en una familia de ocho hijos, esta claro que 

dicha variable obedece a una distribución binomial de parámetros: 

n = 8, p = 0,45 

a) Que todos sean varones: 

p(X = 8) (88) 0,0017. 

b} Que al menos nazcan dos varones: 

p (X2. 2 ) -p(X<2) 1 - [ P (X = O) + P (X 1)J = 


(0,0084 + 0,0548) = 0,9368. 


c} Que n i nguno sea varón: 

P(X = O) = 0,0084. 

********************* 

http:qu.-iA�ltg-.{.co
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3.10 Se -6abe que .ea tVtCeJl.fL paJtte de lO-6 en6vurlo-6 que padecen 
hepOvU.;tú., -6 e cUJW.n at cabo de dM mM M . 

Catcut~ la pnobab~dad de que de 5 pac.ientM con hepa­
-6 e cunen dM. 

s O L U e ION: 

Esta claro que se trata de una distribución binomial de parámetros: 

n = 5, p = 1/3 

Por tanto, tendremos: 

p(X = 2) = G) (1/3)2.(2/3)3 0,3292. 

******************** 

3,11 La aplicac.i6n de un dete.J1.in{.nado tnatam<..ento a en6VtmM 
de ~O-6~, pnoduce una c.ienta mejo~ en el 70% de lO-6 Ca-60-6. 

S.¿ -6e aplica el tnatam<..ento a 10 en6Vtmo-6 ~Ó;t.<..CM, 

~a.tC11i.aJt : 
al ¿CuM eh la pMbab~dad de que mejonen 4? 
b) ¿Cuál M la pnobab~dad de que al menM mejonen 3? 

s O L U e ION: 

Se trata de una distribución binomial de parámetros: p 0,7; n=10 

a) Probabilidad de que mejoren 4: 

10) 4 6P (X = 4) = 4 0,7. 0,3 = 0,0368( 

b) Probabilidad de que al menos mejoren 3~ 

p(X':'3) p(X< 3) = 1 -[ p(x = O) + p(X = 1) + p(X 2)J 

1 - (O + 0,0001 + 0,0014) = 0,9985. 

******************** 

3.12 La pnobab~dad de que un '¿nd.{.v.¿duo vacunado contna una 
detvu,t{,nada en6Vtmedad la contna.<..ga M 0,2. 

Ve un gnupo de 8 '¿nd.{.v.¿duM vacunadM, ¿cuál M la pMb9: 
b~dad de Que: 

a) Ut-¿CM¡ente con:tJuL.lga la en6Vtmedad un Mlo .<..vud.{.v.¿duo. 
b) Al tI¡en0 6 dO-6 co 1Úll.(ugan la en6Vtmedad. 
~) To do ,~ COIl-t'UUgan Ea en6eJlmedad. 

s O L U e I ti N: 

Representemos por A al suceso "contrae r la enfermedad'; y por A al 

suceso contrario . Por tanto: p = p(A) = 0,2 Y q = p(A) = 0,8 

http:tVtCeJl.fL
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Si representamos por X a la variable que representa el número de 


individuos que estando vacunados contraen la enfermedad, dicha va­


=(

riable obedece. a una ley de probabilidad binomial de parámetros: 

n = 8, p = 0,2. 

a) Que contraiga la enfermedad solamente uno: 

8) 1 8-1p(X = 1) - 1 0,2. 0,8 = 0,3355 . 

b) Que al menos dos contraigan la enfermedad: 

p (X > 2) - P (X < 2) = 1 - [ P (X = O) + p (X 1 )] 


= (0,1678 +0,3355) = 0,4967. 


c) Que todos contraigan la enfermedad. 
8

p(X =8) =(~) 0,2 =0,00000256. 

******************** 

3.13 La. ptwba.bilidad de qu.e W1 eJ.¡tucf.,¿an;te obtenga e.e. :tUllio 
de Uc.enuada en C'¿enuM B'¿ot6g-i..C.M u 0,3. 

Ca.tc.lliCVt ta p![obab~dad de que de un g!tU.po de 7 utu­
d.¿an;tU : 

al N'¿nguno de ta~ 7 6~na[.¿c.e to~ u~ucf.,¿o~. 

b J F'¿naUc.e.n to~ 7. 
c.J M. me.no~ Z ac.abe.r. ta Uc.e.nUatu.Jr.a. 

d J Soto MnaUc.e. uno ta Uc.e.nUatww.. 


s O L U e ION: 

Si representamos por A el suceso "obtener la Licenc.iatura", el suce 

so contrario será A. Por tanto, p = p(A) = 0,3 y q = p(A) = 0,7 

Si representamos por X la variable que expresa el número de estudian 

tes que obtienen la Licenciatura, esta claro que se trata de una va 

riable que sigue una 	distribución binomial de parámetros: 

n = 7, P = 0,3. 

a) Que ninguno de los 7 finalicen los estudios: 

p(X = O) = (~) 0,3°.0,77 0,082. 

b) Que finalicen los 7: 

p(X = 7) 0,37 .0,7° 0,00021 

c) Que al menos dos acaben: 

p(X~2) = 1 -p(X<2) O) + p(X 
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1 - (0,082 + 0,2471) = 0,671 

d) Que solo 	obtenga la Licenciatura un estudiante: 

p(X = 1) = (~) 0,3
1

.0,7
6 .= 0,2471 

******************** 

3.14 /.ha máqLUna atdorná:U.-ca 6ab/Uca tabte;tM a~VunLCM 
~~endo ta p~obab~dad de enco~ una deée~tuo~a 0,02. 

S~ lM t.a.bte;tM ~e colocan en tubof.> d . 30 pM~M, 

ca.e.cu.e.~ la p~obab~dad de que a,t adq~ un tubo no contenga 

~n9una de6ec:tuo~a. 


s O L U e ION: 

Si representamos por X la variable que expresa el número de table­

tas defect.uosascontenidas en un tubo de 30 pastil~.as, dicha varia 

ble obedece a una distribución binomial de parámetros: 

n = 30, p = 0,02. 

Por tanto la probabilidad pedida será: 
30

p(X = O) = (~O) 0,02°.0,98 0,545. 

******************** 

3.15 Ve 500 u.YÚdadu de un p~oduc:to éMmaceútico, :tat que ca 
da u~dad lleva dM p~eunto~, u han ob~ ~vado tM J.,~gLUentu é~e-=­
cuenciaJ.> de p~euntoJ., ~otoJ.,: 

2 


nDde p~ezM 220 160 120 

AjUJ.>:tM una CÜJ.>:t!Ubuu6n bmomWR.. tj ca.e.cu.e.~ lM 6~ecue~ 
abJ.,olut.a.J.> te6/UcM. 

s O L U e ION: 

Calculemos la media observada: 

x '" 
0.220 + 1.160 + 

500 
2.120 400 

500 
0,8 

Como la media de la distribución binomial es np, es decir 2p, 

resulta: 2p '" 0,8 p = 0,4. Por tanto, aproximaremos media~ 

te un distribución binomial de parámetros : n = 2, p = 0,4 

Si representamos por X la variable que expresa el número de precin­

http:pastil~.as
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tos rotos, podernos calcular las frecuencias absolutas teóricas, sin 

mas que multiplicar 500 por las probabilidades de o, 1 , 2 roturas. 

O 2
p(X O) (~) 0,4 .0,6 0,36 =9 500. 0,36 ce 180 

1 1
p(X 1) (~) 0,4 .0,6 0,48 =9 500. 0,48 "" 240 

p(X 2) 0,4
2 

.0,6
O 

0,16 =9 500. 0,16 80G) "" 

Por tanto, las frecuencias absolutas teóricas serán: 

nOde precintos rotos O 2 

nOde piezas 180 240 80 

******************** 

3.16 Una u/tna c.onUene 20 booo, de R..a;., que 16 ).}an bR..anc.a;., 
y 4 negJta.ó. Se eó ectuan ,tite.!.> ex.btac.uone.!.> C.OI'L6 ec.U--Üva;., ;.,'¿n lteempR..a
zam.¿elÚo de R..a U!tY!a. S'¿ Iteplte.!.> entamo;., pOlt X e.e. nÚYneJto de boR..a;., bR..an 
.C-M ex;t;r..cUdM, enc_oYLtttaJt R..a ley de pltobab,¿,t,¿dad de X. 

s o L U e ION: 

La variable X obedece a una distribución hipergeométrica de paráme­
16 

tros: N = 20, n = 3, P = - = 0,8.
20 

Por tanto, tendremos: 6 

Cr ) (3:r)p(X r) 

e:) 
Particularizando para valores de r = 0,1,2,3, se tiene: 

C~) G)
p(X O) 0,0035.

C30
) 

(\6) (D
p(X 1) 0,0842

0 
(23 ) 

C26
) C)

p(X 2) 0,4211

C30) 

C3
6 

) (~)
p(X 3) 0,4912

C30) 
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Observese que p(X O) + p(X = 1) + p(X = 2) + p(X 3) 

******************** 

3.17 Uvza j au.ta de. tabotta.-to/Uo c.ont-<-e.ne. 15 c.o baycu" de. ,fcu, que. 
6 -60n b,fanc.cu, y 9 -60n paJLdcu,. Lh ayudante. de. ,faboJta;to/Uo c.on ,fM 
oj O!:J ve.ndado!:J e.dJw..e. !:J..tn lte.emp,fazcurU.e.nto 4 c.o baycu, de. ,fa j au.ta. 

catc.u.taJL ,fa pitO babilidad de. que. !:J o,fame.nte. una de. ,fcu, 
c.obaycu, !:Je.a b,fanc.a. 

s O L U e ION: 

Se trata de una distribución hipergeométrica de parámetros: 

6


N = 15, n = 4, P = 15 = 0,4. 

Por tanto, la probabilidad de que solamente una de las cobayas sea 

blanca será: 

p(X 1 ) 0,37. 

******************** 

3.18 POIt plte.!:>c./Upci6n 6ac.u.Ltativa un e.116eJlmO de.be. hac.e.Jt una 
toma de. :tite.!:> pudoltcu, de. un de.úJr.m¿nado me.d..tc.ame.nto. Ve. ,fcu, 25 pa­
doJtaJ.J que. c.ontie.ne. e..e. e.nvcu, e. 5 e.!:>tán e.n matcu, c.ond..tc...tone.!:>. ¿CwU e.!:> 
,fa pltobabilidad de. que. de. ,fcu, :tite.!:> pudoJtaJ.J de. ,fa toma a.e. me.no!:J una 
e.!:>U . e.n matcu, c.o nd..tc...to ne.!:> ? . 

s O L U e ION: 

Se trata de una distribución hipergeométrica 	de paráme tros: 
20

N = 25, n = 3 p =­
25 520

Por tanto: N.p = 25 25 20; N.q = 25 25 = 5 

Luego, la probabilidad d e que las tres píldoras de la toma sean bue 

nas será: 

p(X 3) 0,4956. 

y la probabilidad pedida será: 1 - 0,4956 0,5044. 

******************** 

http:c.ontie.ne
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3.19 La p~obab~dad de Que ~e p~oduzea un ehoQue ana6~ácti 
eo al .6wnÚLt..6tJto de un .6u~O en un -incüv-iduo ~ de 0,002. Sea X .ea 
v~ab.e.e a1ecúo~a que ~epM.6erLta e.f núm~o de ehoqu~ ana6~ácticM 
en un gMpo de 1200 en6vunM a .e.o~ que ~e .e.~ ha ~wnÚU..6:tJtado e.f ~ue 
~o. 

Ca1c.u1a}[! a) p (X < 5) j 	 b) P(X = 7). 

s O L U e ION: 

Un enfermo al que se le suministra el suero puede: 

- producirl~ un choque, con probabilidad p = 0,002 

- no producirle 	choque, con probabilidad q = 1 - P = 0,998 

La variable X sigue de modo trivial una ley binomial. Ahora bien, 

al ser n = 1200 muy grande y p = 0,002 muy pequeño, obtenemos una 

buena aproximación de la distribución binomial mediante la dist.ribu 

ción de Poisson, que tiene por parámetro: 

A n p = 1200.0,002 = 2,4. 

a) p(x:5.. 5) 	 p(X O) + ~(X = 1) + p(X = 2) + p(X = 3) + p(X = 4) + 

+ p(X = 5) = 0.0907 + 0,2177 + 0,2613 + 0,2090 + 

+ 0,1254 + 0,0602 0,9643. 

b) p(X 7) 	 0,0083. 

******************** 

3.20 U1 ai.mae~n 6aMlac.eÚ-Ü.c.o ~eub-i6 1000 bote..-eun~ de ~ u~o 

6~-io.e.6g-ieo. La p~obab~dad de que a1 ~~po~.e.~ 6ote.e..e.~ .6e 

ftOmpa una ~ -igua! a 0,003. HaUM .e.a p~obab~dad de que a1 d~em­


ba1M. .e.M bote..-eun~, ~~ u.e.ten : 

a) MenM de dM M;ta;.,. 

b) Po~.e.o meno~ una ~ota. 


c.) Exac.tamerLte dM ftOt~. 


s O L U e ION: 

Observese que al ser n = 1000 muy grande y p = 0,003 muy pequeño 


y el producto A = n.p 3, es decir constante, se trata de una 


distribución de Poisson de parámetro A = 3. 


Si representamos por X el número de botellines rotos en el transpo~ 


te, tendremos: 


a) p (X < 2) = p (X O) + p(X 1 ) 0,1992. 
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b) p (X ~ 1) 1 - P (X < 1) 1 - p(X o) 1 - 0,04979 0,95. 

e) p (X = 2) 0,2245. 

*****************~** 

3.21 Se. .6upone Que en Uyl due;¡m¿nado PaM .ta pltopO/tu6Yl de 

-tncitv.¿duo.6 atb-tYlM v.. de 0,005. Catc.u.taJt .ta pltobabilidad de que de 

g-tda una muv..t/ta de .ta citada pob.tau6n de tamaño 1000, .6e pltv..eYlteYl 

.e.M .6-tguúYltv.. C.M M: 

a) N.{ngun -tYld¿v.tduo M.a Cttb-tYlo. 

b) Haya menO.6 de 2 -tncitv.¿duM atb-i.no.6. 

c.) M meYlQ,6 .6 e c-nc.uentJten 3 -tYlcitv-tduo.6 atb.¿YlM. 


s O L U e ION: 

Al ser p = 0,005 Y n = 1000 Y A = n p = 5 constante, s e trata 

de una distribución de Poisson de parámetro A = 5. 

Por tanto, tendremos: 

a) Que nin~un individuo sea albino: p (X = O) 0,0067. 

b) Que haya menos de dos individuos albinos: 

p(X < 2) = p(X = O) + p(X = 1) = 0,0067 + 0,0337 0,0404. 

e) Que al menos se encuentren 3 individuos albinos: 

p(X > 3) p(X<3) - [P(X = O) + p(X = 1) + p(X 2)J 

1 - (0,0067 + 0,0337 + 0,0842) = 0,8754. 

******************** 

3.22 Sea X una vCtJt-tab.te ateCttoJt-ta que .6-tgue UYla ~tJt-ibuu6Yl 
de PO-tMOIt y que Itepltv..enta d YlúmeJto de UamadM pO/t miYluto dd te 
.tenoYlo de ultgenw de un h0-6pila.R.. Catc.u.tado d númeJto mecito de Ua 
madM pOI!. tn{.Yluto, entJte .tM 10 y.tM 12, .6 e obtuvo 1, 2 . ­

Catc.u.taJt .ta pltobabilidad de que en Uyl minuto dueJtmtna­
do .6 e pitOduz c.an : 
a) dM UOft1adCt6 
b) at meno~ una llamada 
c.) Ylúl.guna UOft1ada 

d) 	 d0-6 o tltv.. .UamadM 
el mM de dM UamadM 

s O L U e ION: 

El número X de llamadas recibidas por minuto es una variable alea­

http:vCtJt-tab.te


DISTRIBUCIONES DISCRETAS 99 

toria que sigue la ley de Poisson. El valor del parámetro A es el 

número medio de llamadas recibidas, es decir: A = 1,2. 

a) Probabilidad de recibir dos llamadas: p(X 2) = 0,2169. 

b) Probabilidad de recibir al menos una llamada: 

p(X~ 1) = 1 - p(X = O) = 1 - 0,3012 = 0,6988. 

c) Probabilidad de no recibir ninguna llamada: p (X = O) 0,3012. 

d) Probabilidad de recibir dos o tres llamadas: 

p(X = 2) ~ p(X = 3) = 0,2169 + 0,0867 = 0,3036. 

e) Probabilidad de recibir más de dos llamadas: 

p(X> 2) -[P(X = O) + p(X = 1) + p(X = 2)J = 

(0,3012 + 0,3614 + 0,2169) = 0,1205. 

******************** 

3.23 T!taJ.J una laJtga J.¡eJÚe de eJ.JwcUoJ.¡ expeJUmetU:aleJ.J, J.¡e ha 
Uegado a de;te.JUrr,{.naJt que e..e. númeJw mecUo de una de;te.JUrr,{.nada eJ.Jpeue 
de bac;CeJúa.J.> pOI!. c.en:Ume..tJr..o cúb,¿c.o coYlt.en-<.da en e..e. agua de .ea J.JUpeJt 
Mue de un .eago eJ.J ,¿gua{ a 4. . ­

¿Ca.tc.u.taJt .ea pItO bab,¿.e.,¿dad de no encontJuvt una J.JO.ea bac­
teJU.a en una gota de agua? Se J.¡upone que .ea gota de agua eJ.J '¿gua{ 
a 1/g de cen:Ume;tJr. o c.rib,¿co. 

s O L U e ION: 

Se trata de una distribución de Poisson de parámetro A = 4 81 
= 0,5. 

Por tanto, si representamos por X la variable que expresa el número 

de bacterias contenidas en la gota de agua, tendremos que: 

p(X = O) = 0,6065. 

******************** 

3 ..24 lh apaJuUo de RayoJ.¡ )( Mgo an.t,¿guo, tiene una pltobab,¿.e.,¿­
dad de 0,01 de no de;tec..taJt una .eeJ.J,¿6n de pu.tmon ewterLte dlLMrLte .ea 
ltev-<-J.JMn de un pauerLte. 

Ca.tcu.taJt .ea pltobab~ad de que a.t ltev-<-J.JaJt 100 pauerLteJ.J, 
e..e. apMato no de;tec..te e..e. pM o de Z en6eJUnoJ.¡ COn .eeJ.J,¿6n de pu.tm6n. 

s O L U e 1 O ti: 

Designemos por X la variable que representa el nlimero.de indivi­

http:nlimero.de
http:coYlt.en-<.da
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duos que padeciendo lesión de pulmón, no es detectado por el aparato 

de Rayos X. Esta claro, que al ser p = 0,01 pequeño y n = 100 gra~ 

de y el producto n.p = 1 constante, entonces, X será una variable 

aleatoria que sigue una distribución de Poisson de parámetro A = 1. 

La probabilidad pedida será: p(X = 2) = 0,1839. 

******************** 

3.25 Se Mbe Que .ea. pltobabilidad de Que un '¿ncüv'¿duo Iteac.uo 
ne deJ.> óavoJtablemente :f:Jr.JL6 la '¿nyec.u6n de Urta vac.una eJ.> de 0,002. 

Ve;te;anÚtM la pltobabilidad de Que en un gltUpo de 2000 

peJL6 ona!.> vac.unada!.> haya c.omo muc.ho bteJ.> que Iteac.wnen deJ.> óavoJtabl~ 

mente. 


s O L U e ION: 

Representemos por A al suceso que un individuo reaccione desfavora­


blemente tras la vacuna y por A el suceso contrario. 


Entonces: p = p(A) = 0,002 y q = 1 - P = p(A) 0,998 


Si representamos por X la variable que expresa el número de personas 


que reaccionan desfavorablemente, observamos que se trata de una va­


riable aleatoria que obedece a una distribución binomial de paráme­

tros: n = 2000 y p 0,002. 


Ahora bien, como p es pequeño y n es grande y se verifica que 


A np es constante e igual a 4, entonces la distribución ante­

rior puede aproximarse mediante una distribución de Poisson de parám~ 

tro A = 4. 

La probabilidad de que 3 personas a lo sumo reaccionen desfavorable 

mente será: 

p (X < 3) p(X = O) + p(X = 1) + p(X = 2) + p(X = 3) 

0,0183 + 0,0733 + 0,1465 + 0,1954 0,433 

******************* 

1

3.26 La tab.ea. adjunta mueJ.>.t!ta Urta ci.,¿/.).tJt,¿buu6n eJ.>tacU.ótic.a en 
.ea. Que ~e explteJ.>a el númeJto de CÜCUl en lo~ que oc.Ultlte 0,1,2,3,4,5 
ac.udenteJ.> en una gJtan Uudad . 

0
) CaR.C.uR.M el númeJto mecüo de ac.udenteJ.> pOli. cüa, en el peJt,{.odo de 
lo~ 60 CÜCUl c.o~'¿deJtado~. 

http:Iteac.uo
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YllÍmeJto de.20) 	 Aj w.,.taJt. la dJ.J.dJúbuu6Yl alÚeJúOft acc.¿de.lÚume.cUa.lÚe. u..na CÜ,.óVúbuu6Yl de. pov., 
~OYl. o3°) 	 Ca.tc~ COyl ~e.9lo a la CÜ,.óVú 
buu6Yl ajw.,wda, e..t YllÍmeJto de. cfZa.J., 1 

2
te.6~co e.yl lo~ que. hab~ 0,1,2,3, 
4 , 5 acUde.lÚu. 3 

4 
5s O L U e ION: 

1°) 	 El número medio de accidentes por día será: 

YllÍmeJto de. 
MM 


24 
17 

8 
7 
2 
2 

0.24 	+ 1.17 + 2.8 + 3.7 + 4.2 + 5.2 
x 	 ------------------------------------ = 1,260 

2°) 	 Para ajustar esta distribución empírica a una distribución de 

Poisson, hemos de identificar x = A Es decir ajustaremos 

mediante una distribución de Poisson de A = l,2. 

Calculemos las probabilidades para x = 0,1,2,3,4,5. 

p(X 3) 0,0867p(X O) 0,3012 

p(X 1) 0,3614 p(X 4) 0,0260 

p(X 2) 0,2169 p(X 5) 0,0062 

3°) Para calcular el número teórico de dias en los que habrá r 

accidentes, multiplicaremos estas probabilidades por n = 60. 

r 

° 
1 
2 
3 
4 
5 

free. em írica 

24 
17 

8 
7 
2 
2 

free. teórica 

18 
22 
13 

5 
2 

° 

Obsérvese que la aproximación es bastante mala, como veremos en 

próximos capítulos al estudiar la bondad del ajuste . 

******************* 
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4 - DISTRIBUCIONES 

CON TINUAS 

1. 	 GENERALIDADES 

1.1 	 VARIABLE ALEATORIA CONTINUA.- En 1.1 del capítulo 3, vimos el 

concepto general de variable aleatoria, que decía as í: 

En un espacio probabilístico (E,A,p), llamaremos vaJUab.te atea 

;to~a y representaremos por X a una función del conjunto de 

los sucesos elementales de un experimento aleatorio, en el cue~ 

po de los números reales. De tal forma que dado un número real 

cualquiera x, si consideramos el conjunto de todos los sucesos 

elementales para los que la función X toma valores menores o 

iguales a x, ese conjunto ha de ser un suceso del algebra A. 

Ahora bien, diremos que la variable aleatoria X es con 

~nua, cuando el conjunto imagen de la función X es un interva 

10 de la recta real y por tanto infinito. 

1.2 	 FUNCION DE DENSIOAD.- En un espacio probabilístico (E,A,p), 

llamaremos 6unu6n de deVlJ.Jidad de la variable X y representare­

m05 por f(x), a una función que nos da la probabil idad para ca 

da punto. 

Es decir: f(x) = p(X = x) 

Obsérvese, que la función de densidad para una variable 

aleatoria continua, equivale a la ley de probabil idad para una 

variable aleatoria discreta. 

La función de densidad para el caso de variable aleato 

ria contínua es la curva límite del polígono de frecuencias. 

1.3 	 FUNCION DE DISTRIBUCION.- En un espacio probabilístico (E,A,p) 
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llamaremos nun~6n de ~tnibu~6n de la variable X y represe~ 

taremos por F(x) a la función: 

F(x) = p(X ..:. x) 

Si X es una variable aleatoria contínua, la función de distri ­

bución será: 
F(x) 	= p(X~x) = i: f(t} dt 

1.4 	 PROPIEDADES DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION.- Como vimos en el 

apartado 1.5 del capítulo anterior, las propiedades de la fun­

ción de distribución son: 


F(+oo)=1. En efecto, ya que 


F(- )00 O. 'o efecto, ya que F(-oo) 1~~(t)dt O 

3a
) S j xl ..:. x2 ==} F(x

1
) 	 < F(x) 

En efecto, pues F(x2) = flt)dt f(t)dt + 

[, 	
2

-00{" =t 
xl 	

{' 
-00 

+ 	 f(t)dt; F(x ) F(xl) f(t) dt 


xl 


Por 	 tanto, F(X,) ..:. F(x2) 

Como 	 consecuencia de esta propiedad, se tiene: 

p(x < X ..:. x ) = F(x ) - F(x )
1 2 2 1

4
a

) 	 F(x) es una función continua a la derecha, cualquiera que 

sea el valor de x. 

En efecto, pues: F(x +h) - F(x,) = p(x,< X..:. x +h) y
1 1

cuando h ~ O se sigue que: F(x +h) - F(x ) ~ O
1 1

Veamos ahora que si la función de densidad f(x) es contínua p~ 


ra todo x, se tiene que F I (x) = f (x) 


En efecto, x+h 

l. 	 F(x+h)- F(x)F I (x) 1m h 1 im !; [ f(t)dt f(x) 
h~O 	 h~O 
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Luego la función de densidad es la derivada de la función de 


distribución. 


Es decir: F' (x) = f (x) 


Obsérvese que la función de distribución es el límite 

del poI ígono de frecuencias relativas acumulativo, cuando el ta 

maño del intervalo de clase tiende a cero. 

1.5 	 ESPERANZA MATEMATICA DE UNA VARIABLE ALEATORIA CONTINUA.- Sea 

X una variable aleatoria contínua que tiene por imagen el in­

tervalo [a,b] y para la que se conocen las probabil idades pun­

tuales mediante la función de densidad f(x). 

Llamaremos ~p~anza matemáti~a, valon ~p~ado O me­

dia de la variable aleatoria contínua X al valor de la siguie~ 

te integral 

)J=E[X] = la(ab x f(x)dx 

Si la variable X puede recorrer toda la recta real, la 

esperanza matem~tica dp X ser~: 

" E [x 1 "f~ x "xl dx 

1.6 	 PROPIEDADES DE LA ESPERANZA MATEMATICA.- Análogamente a como 

vimos para el caso de variable aleatoria discreta en el apar­

tado 1.7 del capítulo anterior, para el caso de variable alea­

toria contínua se comprueban las siguientes propiedades: 

la) E [ c ] = c 


2a	
~) E [X + V ] E [X] + E [V] 

3a
) E [c X] = c E [X] 

4a ) E [X . V] E [X] E [V J supuesto que Xe V son 

variables aleatorias independientes. 

1.7 	 MOMENTOS RESPECTO AL ORIGEN.- Llamaremos momento de onden n n~ 

pedo aA~ o-uge.n de la variable aleatoria X y representaremos ­
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por a , a la esperanza matemática de Xr • 
r 

Es decir: 
a 

r 

Si X es una variable aleatoria contínua, tendremos: 

De lo que se deduce 

r 
x f(x)dx 

que: 

Es decir, la esperanza matemática coincide con el momen 

to de primer orden respecto al origen, que llamaremos media po­

blacional y representaremos por W. 

1.8 	 MOMENTOS RESPECTO A LA MEDIA.- Llamaremos momento ~e6pe~to a la 

media o momento ce~al de o~den ~ de la variable aleatoria X 

y represen taremos por W ' a 1a esperanza matemát i ca de (X - al ).rr
 

Es decir: 
 ]Jr 

Para el caso ~e variable aleatoria contínua, tendremos: 

]J = 
r 

El momento de segundo orden es igual a la varianza. Es decir: 

2 
(J ]J = 

2 

1.9 	 RELAC ION ENTRE AMBOS MOMENTOS. - En 1. 10 del capítulo anterior, 

vimos las relaciones que existen entre los momentos centrales 

y los momentos respecto al origen, que son igualmente vál idas 

para el caso de variable aleatoria contínua. 

Estas relaciones son: 

a 	 a - ±(~) al a r + G) al 	 alr - l r-2 

2 	 r¡:: 	
2 r 

+]Jr + (~) Wl ]Jr-l + (;) Wl Wr - 2 + Wl 
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1.10 	 TEOREMA DE TCHEBYCHEFF.- Consideremos una variable aleatoria X 

que tenga de media y desviación típica w y a respectivamente 

y sea k un número arbitrario y positivo. Entonces se verifica 

que: 	
p [ I X - wI~ ka ] ~ ~2 

Para k < 1, el teorema es evidente, pues cualquier pr~ 

babil idad es menor o igual a la unidad. 

Para k > 1, el teorema proporciona una importante info~ 

mación acerca de como disminuye la masa de la distribución a 

grandes distancias del valor medio W, ya que la cantidad de ma 

sa situada fuera de 1 interva 10 (~- ka , ~ + ka ) es menor que 
2

1/k . 

El teorema es totalmente vál ido para cualquier distribución, p~ 

ro solo haremos la demostración para una distribución de varia­

ble aleatoria contínua. 

Demostración: 

1
Queremos demostrar que p [1 X - wI~ ka ] < 
~2 

2 	 2Sa bemos que: a E [(X - ~)2J =f (x - w) f (x) dx 

2 2 - ~) f(x)dx - w) f(x)dx 

- 00 

Quitando la segunda integral, tendremos : 

2 ¡Wka 2 2f(x) dx - w) f(x) dx.a ~ - 00 (x - w) 

Ahora bien, como 	 estamos bajo la hipotesis de que Ix - wl ~ ka 
2 2 2 

entonces (x - w) ~ k a , con 10 que podemos minorar la expr~ 

sión anterio~ resultando: 
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... 
- ")2 f (x)dx + 100 (x - ")2¡(x)dx > 

l1+ka 

+ 1~2a2f(x)dX 
l1 +ka 

2 2
Luego tenemos: 0'2..:. k a p [ 1X - 111 ..:. ka] 	 1 

k2 . 	 b 2 que sabemos e s disentonces dividiendo ambos mlem ros por a , 


tinto de cero, reulta: 


1 
¡ > p [1 X - 111 ..:. ka] o bien p [ 1X - 111 ..:. ka ] < 

~2~2 

2 • 	 DISTRIBUCION NORMAL 

2.1 	 DISTRIBUCION NORMAL.- DEFINICION.- Diremos que una variable alea 

toria contínua X sigue una distribución normal de media 11 y de s 

viación típica a y representaremos por N(I1, a ), si se cumplen 

las siguientes condiciones: 

¡a) 	 La variable X recorre el intervalo (-00 , . +00) 

2a ) 	 La probabil idad para cada punto viene definida por la 

siguiente expresión: 

p (X = x) = [1] 

2.2 	 FUNCION DE DENSIDAD.- Acabamos de ver que la probabil idad para 

cada punto viene dada por la expresión [1] . Esta función es pr~ 

cisamente la función de densidad de la distribución normal de 

pa rámet ros 11, a, que representaremos por f(x). 

Si representamos esta función, observamos lo siguiente: 

¡O) La función es simétrica respecto de la recta x = 11. 

, 
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2°) La función f(x) tiene una asintota horizontal que es el 

eje x. 

3°) Admite un máximo absoluto en el punto (~ 

oan 
4°) Presenta dos puntos de inflexión para los valores de las 

abc i sas: x = p + o y x =.~ - o 

5°) Como toda función de densidad, el valor del area encerra 

da bajo ella y el eje x es igual a la unidad. 

Por tanto, la gráfica de la función f(x) será de la siguiente 

fo'rma: 	 0,5 
y 

FWlC ión de dens idad N (O , 1) 

x 
·3 

2.3 	 FUNCIONDEDISTRIBUCION.- Dada una variable aleatoria contínua X 

que sigue una distribución N(~, o), llamaremos función de dis 

tribución de la variable X y representaremos por F(x), a la si ­

guiente expresión: 

F(x) p(X ,xl ~ ¡X 
e dt 

-00 oan 

E.s decir: F(x) 

Las gráficas cartesianas de F(x) y de f(x), representadas sobre 

los mismos ejes, son: 
F(x ) 

f(x) 
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2.4 	 TIPIFICACION DE LA VARIABLE.- Llamaremos tip~6~~ación de La v~ 

JU.abte al paso de una variable aleatoria X E N()J , o) a una 

variable y E N(O , 1). Este paso consiste en: 

1°) Ce~: es decir hacer la media nula. 


2°) Redu~: hacer la desviación típica igual a la unidad. 


Estos dos pasos se consiguen simultaneamente, sin mas 

que hacer el siguiente cambio de variable: 

y X - )J 
o 

Para el caso de variable tipificada las funciones de 

de sidad y de distribución se simpl ifican, quedando de la si ­

guiente forma: 
2 

x 

2 


f (x) e F(x) 
 dt 

-00 

Existen tablas para la función de distribución de una variable 

aleatoria N(O, 1) (Ver APENDICE, tabla 111). 

Facil ita mucho el manejo de las tabla~ el hecho de que 

la distribución normal es simétrica. 

2.5 	 UN PROBLEMA RELACIONADO CON LA NORMAL.- Con frecuencia se pre­

senta el problema de determinar la probabil idad de que una va­

riable aleatoria X que obedece a una distribución N()J, o ), 

se desvie de su media )J en menos de un cierto valor, que gen~ 

ralmente expresaremos como mGltiplo de la desviación típica. 

Es decir , se trata de calcular: p [IX -)JI >kO] 

Si tipificamos, tendremos que Y = ~ - N(O , 1), entonces 


p[lx-ul>ko] p[ral> +:[X~u '-kJ+e[X~U>kJ= 
00 y 2 

2p [X ~ )J > kJ = _ 2_ f e - 2" dy 
v'2TI 

k 

Buscando en las tablas se pueden calcu lar los valores de k, que 

para los casos más importantes, serán los siguientes: 
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El 50% de las observaciones están en el intervalo (~-0,680 , ~+O, 68 o ) 
11 11 11El 68,2% 	 " " ( ~ - o , lJ+o)" 

El' 95% " " " " " " (lJ -l,960, ~+1 ,960) 
II 11El 95,4% 	 (~-20 ~+20 )" " " " 

11 	 11El 99% 	 (w2,580 , lJ+2 ,580)" " " " 
11El 99,7% 	 (w30 , ~+30 )" " " " " 

11 11 11El 99,9% 	 (w3,29 a , ~+3,290 )" " " 

f(x) 

-¡;¡...,:.! '; . ~ 

~---, ' fJ ,L; ' - --_ 
------!J!1,7.1r ;- - - - - - ­

2.6 	 CARACTERISTICAS ESTADISTICAS.- Las características estadísticas 

de una distribución normal de parámetros ~ y o , son: 

1 ° ) 	 Media a ritmé t i ca : ~ 


0 2
2° ) Var i anza: 


3°) Desviación típica: o 

40) Sesgo: O
Yl 

5°) Curtosis: 3
Y2 

2.7 	 AJUSTE DE UNA DISTRIBUCION EMPIRICA MEDIANTE UNA DISTRIBUCION 

NORMAL.- La idea del ajuste es análoga a 10 expuesto para las 

distribuciones binomial y Poisson. De tal forma que la distrl 

bución normal que mejor se aproxima a una distribución empírica 

es la que tiene la misma media y la misma desviación típica. 

Así pues, calcularemos la media de las observaciones x 

y la desviación típica s de la distribución empírica observada 

y la ley normal ajustada será, N(x , s) y tendrá por función 

de densidad : ~ e~ X)2 
f(x) e 

ov'2iT 

http:J!1,7.1r
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2 . 8 	 LA DISTRIBUCION NORMAL COMO LIMITE DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL.­

Cuando estudiamos la distribución binomial , vimos que el cálculo 

de las probabil idades se hace muy laborioso para valores gran­

des de n. 

Para poder conseguir una buena aproximación ~ediante 

la ley normal, apl icaremos el siguiente teorema: 

TEOREMA DE MOIVRE.- Si X es una variable aleatoria que obedece 

a una distribución binomial de par~metros n, p, entonces la va-
X - npriable y = obedece a una distribución N(O , 1) cuan 

Inpqdo n -~oo. 

En la práctica, la aproximación es bastante buena cuan­

do se verifican simultaneamente las condiciones siguientes: 

1°) n > 30 

2°) 0,1 < P < 0,9 

Esta claro que cuanto mayor es n y p más se aproxima a 

0,5, tanto mas óptima es la aproximación. 

3. 	 DISTRIBUCION X2 DE PEARSON 

3.1 	 FUNCION GAMMA.- La integral definida de la forma 

n-l 
x e-X dx 

se conoce con el nombre de 6unei6n gamma y se representa por r(n). 

Integrando n-l veces por partes o util izando las fórmu 

las de recurrencia obtendriamos: 

l oo xn-l -x
r(n) 	 e dx 

o 

3.2 	 PROPIEDADES DE LA FUNCION GAMMA.­

r (1) r(2) 
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En efecto, ya que: [(1) (1 - 1)!= Ol 

f(2) (2 - 1)! = 1! 

En efec to, pues: 


f(n+1) = (n+l-J)! = nl = n(n-1)l = n f(n). 

. 2 

3.3 	 DISTRIBUCION X DE PEARSON.- DEFINICION.- Sean X l ,X2", ~ ,Xn' 

n variables aleatorias N(O, 1) e independientes, entonces 

la expresión: 

X2 = X~ + X~ + . . . + X2n 

X2es una variable aleatoria que recibe el nombre de de Pear­

son, (se lee chi-cuadrado o ji-dos). 

3.4 	 FUNCION DE DENSIDAD.- La función de densidad de la variable 

aleatoria de la distribucion X2 es la siguiente: 

-~ 	(i- 1) 
e 	 x x > O 

n 

2 2" 	 f (~)
f(x) 2 

O 	 x < O 

Obsérvese que la distribución "j i-cuadrado" solo depen­

de del parámetro n. 

Veamos a continuación algunas propiedades de esta fun­

ción. 

la) La variable aleatoria de una "chi-cuadrado", está defi ­

nida en el intervalo (O, +'Xl). 

2a ) 	 El numero de variables normales N(O, 1) e independie~ 

tes, recibe el nombre de g~ado~ de ~b~d que repre­

sentaremos por n . 

3a ) La función f(x) es contínua para todo el dominio de de 

finición. 

4a ) 	 La función f(x) presenta un ~nico máximo para el valor 

n-2, supues to n > 2 
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sa) La función f(x) no es simétrica. 

6a ) 	 La función f(x) depende del número de grados de 1iber­

tad n. En la figura se muestran algunas funciones de 

densidad de la distribución "c hi-cuadrado" para distin 

tos grados de libertad. 

o 

3.5 FUNCION DE DISTRIBUCION.- Llamaremos 6unci6n 
2

d~ la v~abl~ X y representaremos por F(x) al valor de la 

siguiente integral: 

) 
x 

2 

t 

2 	 2 (I -1) 
F(x) p (X ..::. x) 	 e t dt n 

O 2 r (.'2.)
2 

Como ejercicio compruebe el alumno, que la función F(x) 

cumple las propiedades de toda función de distribución. 

Esta función esta tabulada, (Ver APENDICE, tabla IV) 

en la que aparece para distintas areas a de las colas de la 

derecha, las abcisas de los extremos izquierdos de las mismas 

según los distintos grados de 1ibertad. 

Para n > 30, se tiene que T = h7 se dis 

tribuye segun la N(O , 1). 

3.6 CARACTERISTICAS ESTADISTICAS.­

1a) Media aritmética: ~ = n 

2a 2) Varianza: 0 2n 

3a 
) Desviación típica: o ffrl 
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2
3.7 	 TEOREMA DE LA AD I C I ON. - SilX es una "ch i -cuad rado" con n 1 gr~ 

dos de libe rtad y X~ es ot ra "ch i -cuad rado" con n2 grados de I i ­

bertad e independientes entre si, entonces se construye a partir 

de estas otra "chi-cuadrado" 

+ 

que tiene n1 + n2 grados de libertad. 

3.8 	 APLICACION DE LA X
2 

PARA ESTIMACIONES Y CONTRASTES ACERCA DE LA 

VARIANZA.- Una de las apl icaciones más importantes de la "chi­

cuadrado", aparte del estudio de la bondad de un ajuste, es la 

util ización de esta distribución para la estimación de la varian 
• 

za o para el constraste de una hip6tesis acerca de la varianza, 

como veremos en próximos capítulos. 

0 2Sea la varianza de una población normal y s 2 la 

varianza de una muestra aleatoria de tamaño n extra ida de la ci 
(n - 1) S2 ­

tada 	población. Entonces 2 es una variable aleatoria 
o 2 

c~ya distribución en el muestreo es una X con (n-l) grados de 

libertad. 

4. 	 DISTRIBUCION t DE STUDENT 

2 2 2
4. 1 DEFINICION.- Sean X, Xl' X2 , .. , n+l variables aleato 

rias independientes y N(O,1). 

Llamaremos v~abl~ t d~ la ~~bu~6n d~ Stud~nt, con 

n grados de libertad, a la siguiente expresión: 

X 
t 

-'-n1 (2Xl + X2
2 + + X2)~ 	 •.. n 

Esta distribución fué obtenida por el matemático inglés 

Gosset, en el año 1907, el cual firmaba sus trabajos con el seu 

donimo de "student" 

4.2 	 FUNCION DE DENSIDAD.- La función de densidad o de probabil idad 

de una variable t de Student con n grados de libertad, viene 
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dada por la siguiente expresión: 

r 	 (n+ 1 ) _2_(1 +t (x) p(t x) 
n r 	 (f) 

Estudiemos algunas propiedades de esta función: 

la) 	 El dominio de definición de f(x) es (-00, +00). 

2a ) 	 Para los distintos valores del parámetro n, la función 

t (x) es campaniforme y simétrica. 
n 

Cuanto mayor es el número de grados de 1ibertad más 

apuntada es la curva, tendiendo a la normal de paráme­

tros N(O , 1) para valores de n grandes. 

3a 
) 	 Como el cálculo de las probabil idades es laborioso, la 

función t , está tabulada, (Ver APENDICE, tabla V).
n 

Para 	valores de n > 30, se debe aproximar mediante una 

N(O 	 , 1). 

4.3 	 FUNCION DE DISTRIBUCION.- Llamaremos 6unei6n de~~buei6n de 

una variable t de Student, con n grados de 1 ibertad y represen­

taremos por T (x), al valor de la siguiente integral:
n 

T (x)
n r (!:!.)

2 

4.4 	 APLICACION DE LA t DE STUDENT PARA ESTIMACIONES Y CONTRASTES 

ACERCA DE LA MEDIA.- Sean Jl y 0'2 la media y varianza respectiv~ 

mente de una población normal y x, S2 la media y varianza 

respectivamente de una muestra aleatoria de tamaño n, extraida 

de la población anterior. 

Entonces, t 
x Jl ¡-n- , es una varia 

n s 
-;:, ­

ble aleatoria cuya distribución en el muestreo es una t de Stu­

dent con n-l grados de 1ibertad. 



con n" n2 

° a 

es: 

x 

~l_, 

2 

__________________~D~I~S~T~R~I=B~U~C~I=ONES C_O_N_T~I~N~UA_S~_________________'_'~9 

5. DISTRIBUCION F DE FISHER-SNEDECOR 

5.' 	 DEFINICION.- Sean X2, y x~ dos variables "chi cuadrado indepen­

dientes y con n, y n2 grados de I ibertacl respectivamente. Llamar~ 

mos vaJUab.fe F de.fa CÜJ.l;tJUbuu6n de F-ú.JheA-Snedec.OIt, con n, y 

n grados de libertad a la expresión:
2 	 2x,Jn, 	. 

F = )(1/n2 

5.2 	 FUNCION DE DENSIDAD.- La función de densidad de la variable F de 

Fisher-Snedecor 

f (x)
n, ,n2 

,0) El dominio de F es de oo. 


2°) Las tablas VI del APENDICE nos da los valores de F 

a, 

que representa el valor de la abcisa que deja a su 

derecha bajo la curva de densidad un area igual a a para 

los valores de a = 0,0' y a = 0,05. 

5.3 	 FUNCION DE DISTRIBUCION.- Llamaremos óunu6n de CÜJ.l;tJUbuu6n de 

una variable F de Fisher-Snedecor con n" n grados de libertad2 
y representaremos por F (x), al valor de la siguiente inte­

n, ,n 2 
gra 1: 


5.4 	 APLICACION DE LA F DE FISHER-SNEDECOR AL CONTRASTE DE COMPARA­

CION DE DOS VARIANZAS.- Sean a~ y a~ las varianzas de dos po­

blaciones normales N(~" a~) y N(W
2

, a~) e independientes y 

queremos saber si existe diferenc:a significativa entre ellas. 

Tomaremos una muestra aleatoria de tamaño n, de una p~ 

blación y otra mu estra n de la otra población. Las varianzas
2 

muestrales serán s , y s~. Veamos que el cociente s~/s~ sigue 

una F de Fisher- Snedecor con n,-' y n -' grados de libertad.
2 

http:vaJUab.fe
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Como 

resulta 

s igue una X
2 

-1 . n
1 =} F 

y 	 sigue una X2 
n -1

2
2 2O·Si F = 51 / 52. c. q.d.

1 

PROBLEMAS RESUELTOS 
4.1 Da.da. Ul. 6unu61l de dMvubuu6n de una. vcuU.abie a.teatotUa. 
conUnua X, de6.úti.da. del. ~,¿g(Liej¡,te modo: 

t x < O 
F(x) ; O <" x < rr/2 

x > rr/2 

Ca.tcu.tLVr:. .ea. ñWl "Jn de deM-<.dad. 

s O L U e ION: 

Como vimos en 1.4, la func ión de densidad de una variable aleatoria 

contínua es la derivada de la función de distribución. 

Po r tanto, o x~O 

f(x) F' (x) cos x o < x ~ rr/2 

o x > rr / 2 
******************** 

4.2 Dada. fa. 6unu6n de de~-<.dad de una vcuU.a.bfe afeatotUa. 
con..t,¿nua. deMYl-<.da. del J.>-<.gMen-te modo: 

x 5:.. O 
61 xl • 1~o. x O < x 5:.. rr /2 

x > rr /2 

dMvubuu6n de fa U):a.da vcuU.a­
bfe. 

s O L U e ION: 

La función de distribu ~ión viene dada por 	la siguiente expresión: 
x 

(x) p (X~x) = f f(x) dx . Por tanto, 
_00 

- Si x < o, e !(x) = O, se sigue F(x) 	~: O.dx o 

f (x) = c o s x, se deduce: 

http:deMYl-<.da
http:de6.�ti.da
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X 

+f x x.F(x) =1: O.dx cos dx sen 

O 

3°) - Si x>TI/2, como f (x) = O, se sigue: 

O TI/2 x 

[ JTI/2F (x) cos x O dx = sen x O=f O dx +/ dx +1 
_00 O TI/2 

******************** 

4.3 La 6unci6n de d~~dad de una v~bte ateato~ c.onti.nua 
vúne defriyúda pOft fu -6~gMen-te expJte-6~6n: 

e 
x -x e + e 

HattaJt et vatOft de ta c.o nM;an-te e, paJta que 6 ( x) -6 ea una 
atdé~c.a 6unci6n de den-6~da.d. 

s O L U e ION: 

¡ _:o-C~~;-- dxSe tiene que cumplir +oo 
x x 

e -!- e
_00 

Es decir: C Calculemos primeramente el valor 
00 

dx 
de la integral del denominador. x -x1: e + e 


dx e x

dx arc tg e Por tanto, la integralx -x = /, 2x 

e + e + ef 
x 

dxf+OO
definida, sera 

x -x 
e + e

_00 

TI 
2 

2
Luego C 

TI TI 
2 

******************** 

4.4 La 6unci6n de. deVL6 .idad de una v~abte ateato~a c.o~nua 

X, v~ene defriyúda pOft ta ów¡u6n: 

61 xl ' ¡~ 
o < x < 
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Calcula!!.: 
al E~peJta.nza ll'llúem{LÜea de la vaJÚable X. 
bl VaJÚanza. 

s O L U e ION: 

a) Esperanza matemática: 
b 

Como al = E[X] = x r(x) dx.f 

a 

1 __ l 1 
Entonces E [ X] = 1a x x dx [ x33J o

3 

b) Varianza: 
2 2 2 

Como O- E [(X - tXl)2] = E [x ] _ al 

2 2 1(~) 2Entonces: O- = E [i] =[1 x x dx -
93 

O 

1 5 
= [x4

4 

J~ 9 36 

******************** 

4.5 Sea X una vaJÚable aleOvtoJUa. cuya 6unu6n de cU.6tJúbu­
u6n u la ú..glÚente: 

o paJr..a. x < -2 

, F(x) ~ + 1 
4 '2 -2 < X < 2 

a) 
b) 
e) 
d) 
el 

paJr..a. 

Calc.ulCUt la upe.Jta.nza mOvtemtU<:.c.a de X. 
Halla!!. la va!Ua.nza. 
p(X..::.l) 
p (1 <X..::. 2) 
p (X > 3) 

X > 2 

s O L U e ION: 

En primer lugar calculemos la función de densidad. 

O para x .:s.-2 

f(x) 1/ 4 para -2 < x .:s. 2 

O para x > 2 
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a) Esperanza matemática: 

1
2 

fx
2 

1 
.0 E[X] = x f(x) dx dx

4 
-2 -2 

b) Varianza: 

2 
x 

1 

4 
dx 

4 
3 

e ) 

d) 

p(X':' 1) 

P (1 < X < 2) 

F (1) 

F(2) 

1 1 
4" + 2 

- F(1) 

3 
4 

1 -
3 
4 

1 

4 

e) p (X > 3) - p(X':' 3 ) 1 - F (3) 

******************** 

1 - 1 O 

2 
(} 

C o < X <Vada la 6unu6n 2 
+ x6(x) 
o e.n e.t Jtu,to 

al Calc.u.taJt c.t valOJt de. C pMa que. 6(x) .6e.a una 6unu6n de. de.YIJ.J.¿dad. 
b) HaLeaJt la 6unu6n de. cU..óVUbuU6n. 
c. 1 E.6 pe.Jtanza matemá.tic.a de. la vaJr.-table. X que. tie.ne. pOJt 6unu6n. de. 

de.YIJ.J.¿dad 6 ( xl. 

s O L U e ION: 

a) Para que f (x) s e a una func ión de d e nsidad ha d e o c urrir que 

Cf J1 
2f(x)dx = J. Por tanto dx = C [are tg 

1 

xJ~
O O + x 


1T C1T 4

C( - O) lo Luego e

4 4 1T 

b) Función de distribución: 

- Para x < O, 

__4::..<./_1T~ dxPara O < x < f(xl dx = LX 
2 

+ x 
O 
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4 
are tg x 

TI 

- Para x > 1, se deduce que F (x) = 1 

Es decir: o para x<O 

F(x) TI4 
are tg x 	 para o < x < 1 

para x > 1 

e) Esperanza matem&tica: 

E[X] = (01Jo x 
TI(l 

4 
+ x2) 

dx = ~[~ L(l + X2)Jol 3.. L 2 
1T 

******************** 

4.7 Se. ttama fe.y de. p~obab~dad e.xpone.ncial ne.gativa a fa 
QUe. tie.ne. po~ 6unción de. de.n;,-<..dad: 

x < O 
6(xl 	 J O_kx

t Iz e. O .::: x :::. oo. (1< > O1 
al Comp~ue.bv., e. QUe. e.n e. 6e.c:to , 6(xl v., una at.de.v¡;t¿ea 6uncióYl de. de.n;,-<.. 

dad. 
bl Obte.Yl~ fa 6unción de. ~~buc.-<..óYl. 

el Caleu!eUt fa v.,pe.~nza mate.má.üea. 
dl Hatt~ fa v~anza. 
e.l Caleu!~ fcv., úguüntv., p~obab~dadv.,: 

p(X::.ll; 	 p(1 < X.::.3l; p(X > 5l 

s O L U e ION: 
00 

a) Veamos que f(x) dx lo 

001al OO -K-Á 	 1
k e dx k [e -kkX] O k ­

k 
O 

b) Función de distribución: 

l
x 

-kx ] x-kx 	 -kx
F(x) = k e dx k _e_ O - e + 1 . [ k 


O 


e) Esperanza 

-kx 
x f(x) dx e 	 dx 

http:p(X::.ll
http:Comp~ue.bv
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e integrando por partes, resulta: 

1E [X] = [ ~:kX J: k 

d) Varianza: 

o' =( 2 
x k 

-kx 
e dx 

2 
(J.-)
k 

O 

e integrando dos veces por parte, resulta: 

2 2 
O 

k 
2 

k 
2 

k 
2 

e) p (X 2. 1 ) F (1) 
-k 

-e + lo 

p(1<X2. 3 ) F (3) - F (1) 
-3k 

-e + e 
-k 

p(X > 5) - p(X 2. 5) = 1 - F (5) 
-5k 

+ e - 1 
-5k 

e 

******************** 

4.8 La vaJÚab!e a!ea;l:oJUa X tiene !a ,6'¿gMen):e óunu6n de 
den;., ,¿dad : 

x pana O <·x < 1
6(xl= { O en U fl.e-6toCa!c.uiafl. : 


a) ,\.1 omen):o de pJr.,(.mefl. Ofl.den fl.e-6pec:to a! oJUgen. 

b l Momen):o de ,6egundo ofl.den fl.e-6pec:to a! oJUgen. 

c.) ¡lA omen):o de tefl.c.efl. Ofl.den fl.e-6 pec.to al oJUgen. 

d) ¡lA omen):o de c.Uafl.to ofl.den fl.e-6pec:to a! oJUgen. 


s o L U e ION: 

a) Momento de primer orden respecto ·al origen: 

E[X] 
1 

=¡ 
O 

x x dx 
1 

3 

b) Momento de segundo orden respecto al 

E [x'] =f 1 x'x dx 

O 

origen: 

1 
4 

e) Momento de tercer orden respecto al origen: 

u
3 

E[x3}f 1 

O 

3 
x x dx 

1 
-
5 

http:c.Uafl.to
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d) Momento de cuarto orden respecto al origen: 

4 4 1 
E [X ] = f 1 x x dx = 

6 

° 
******************** 

4.9 PaJtct -fa vaJU.ab-fe a-featoJUa de-f pILO b-fe.ma an.-teJUOlL, c.a-fc.Ú 
-fv., e: 

al Momen.-to de PJUmelL oILdel1 ILv.,pecto a -fa mecL<..a. 

b) Momen.-to de /.) egundo oILden ILv., pecto a -fa mecL<..a. 

c. l Momento de telLC.elL oILden ILv., pecto a -fa mecL<..o.. 

dl Momen.-to de c.uaJr..to oILden ILv., pecto a -fa mecL<..a. 


s O L U e ION: 

a) Momento de primer orden respecto a la media: 

\1 
1 ° 

Ya que sabemos que el moemento central de primer orden ele cual­

quier variable es siempre cero. 

b) Momento de segundo orden respecto a la media: 

\1 = 0. _ 0.2 ~ (~) 2 5 
2 2 1 4 3 36 

c) Momento de tercer orden respecto a la media: 
3 1 1 1 1 2 

\1 = 0. - 30. 0.¿ + 20. 5 - 3 3 4" + 2 (3) = 0,17
3 3 1 1 

d) Momento de cuarto orden respecto a la media: 2 
4 

2 4 1 4~~+ 1 1
\1 = 0. - 40. 0. + 60.10.2 - 30. 6 3 5 6(3) 4 3(~) =0,05

4 4 1 3 1 3 

******************** 

4.10 La v-<.da de un v-<.Jr.u!.J v., una vaJu:ab-fe a-featoJUa que tiene 
-fa /.)-<.gu.-ten.-te nunu6n de deY!!.J-<.dad: 

o palLa x < 
n(xl = k x >-;:4 

al Calc.u.-fa//. e-f vaf.OlL de k paM que 6(xl !.Jea una nunuón de deY!!.J-<.dad. 
bl ¿Cwit v., f.o. v~d(( meMa de -fo/.) v-<.Jr.u!.J? 
c. l Halla//. -fa nun~¿6J1 de cf.¿/.):tJL¿buUól1. 

d l Ca-fc.u.-falL -fa mecU.aHet • 

el HallalL .e o/.) c.u.aJr..tile6. 
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ól Ha.LeaJr. la pltObab-<.,Udad de que un v-Úttv.> tomado al azaJr., v-<.va ma/.¡ de 
5 hoJw.l.>. 

s O L U e ION: 

a) Valor de la constante k: 

k100 k4 dx k [_ ~ll OO 
3 	

k 3 

1 x 3 x j 1 

b) 	 Vida mMdia de los virus: 

f 	
00 

dxal 	= x 4 	 2 
3 [- ,:' J, 3 

x 

e) Función de distribución: 

Para x < 1 F(x) 

1jX '.
Para x > 1 F (x) 	 dx 3 + 1 
x1 x 

d) 	 Mediana: 

La mediana de X, es el valor de m para el qu~ F(m) = 
2 

3 

Por tanto, F(m) 
1 

+ 1 = 1 
m = 12 1,26

3 2 
m 

e) Cuartiles : 

De primer orden: F (Ql) 
1 
-
4 ~ 

- 1 - ­
Q3 

+ 1 
1 
4 ~ Ql 1,10 

1 

De tercer orden: F(Q3) 
3 -
4 ~ 

- 1 
3 

+ 1 
3 

4 ~ Q3 1,58 
Q3 

1 - F (5) 1 + 0,008f) 	 P (X> 5) 

******************** 

4.11 U,u,uzando la tabla TI r del APENVr CE, c.alc.ú.teYl-6 e la/.¡ .6-<.­
9u-<. entu aJr.ea/.¡: 

al A~ea e~e O y 0,25 

bl Mea dude -00 ha/.¡ta 1,32. 

c.l Mea e~e -2,23 y 1,15. 

s O L U e ION: 
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a) p(O<X <0,25) 0,5987 - 0,5 0,0987. 

b) p(X < 1,32) 0,9066. 

e) p(-2,23 < X < 1,15) 	 p(X<1,15) 1 + p(X<2,23) = 

0,8749 - 1 + 0,9871 = 0,862. 

******************* 

4.12 Se ~abe que fa ci{J.¡;tJUbuu6n de fM c.oeMueYLt~ -<-YLtefec.­
tuaf~ de fM afumnM de una Cofeg-<-o, ~-<-gue fa fey nOlU'Ylaf, c.onoc.e­
mM que: p(X ~ 1,4) = 0,1056 Y p(X> 1) = 0,4013. 

Catc.ufaJt foó pMámetJtM de la utada ci{J.¡;tJUbuu6n. 

s O L U e ION: 

Como p (X > 1 , 4 ) p(X < 1,4) = 0,1056, entonces p(X < 1,4) = 0,8944 

Luego, p(Y < 1,4 - 11) = 0,8944. Buscando en las tablas de la dis­
o 

1,4 - 11
tribución normal, obtenemos y = 1,25, es decir, 	 1,25

o 

Del mismo modo, de la otra igualdad se obtiene: 

p (X ~ 1) 0,4013 = 1 - p(X < 1) =} p(X < 1) = 0,5987 

p(Y < __--_-~11) = 0,5987. 	 Buscando en las tablas resulta: 
o 

y = 0,25. 

Por tanto, tenemos: 

1,4 - 11 
o 

1,25 
11 = 0,9 y o = 0,4 

- 11 
o 

0,25 Luego se trata de una distribución 

N(0,9 , 0,4) 

******************* 

4.13 Se óIlpone que 	fa ~tanua de fM en6e1U'Y1oó en un hoóp-<-taf 
úgue 	una ci{J.¡.:tJt.¿buu611 nOlU'Ylaf de meMa g MM Y d~v-<-au6n :Up-<-c.a, 3. 

Cafc.ufaJt fa pJWbab~dad de que fa ~tal1ua de un enóVt­
1110 : 

a) Sea -<-nóvUOIt (( 7 d¿M. 

b) Sea ~upe!UOIt a 3 cLLaó. 

c.) Eóté. c.ompJtencL¿da el1-üe 10 l) 12 MM. 

d) E~té. c.ompJtend¿da el1;üe 1 l) 2 MM. 


s O L U e ION: 
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Sea X la variable aleatoria que expresa el número de dias de estan­

cia de los enfermos en un Hospital, que sigue una distribución N(8,3~ 

Para calcular las probabilidades pedidas, tendremos que tipifi ­
X - 8 

car la variable mediante el cambio y = . Esta nueva varia­
3 

ble sigue una distribución N(O, 1). 

7 - 8 	 1
a) p(X<7) P(Y<-3-) p(Y < - 3) = 0,3707. 

3 - 8 	 5 
b) P (X > 3) p(X':'3) = -p(y.:.--) = 1 -p(y.:.- 3) =0,9515

3
10 - 8 12 - 8

c) p(10 < X':'12) p( 3 < y .:. 3) = 0,9082 - 0,7454 = 0,1628 

1 - 8 2 - 8
d) P (1 < X < 2) P(--3- < y.:. - -3-) = 0,9901 - 0,9772 0,0129 

******************** 

4.14 Fe. pe.;.,o tC!-6tUc.o dC!- una tabR.ua dC!- Mp.-UU.Yla e.;., 3Z4 mg. S~ 
.6UpOYleJnOf., quC!- R.0f., pe.;.,Of., dC!- R.M tabR.uM dC!- Mp.vu.Yla l.l~guC!-Yl una~:ttU 

buu6n YlOJurlaR. dC!- de.;.,v~auóYl ;Up~c.a 10 mg pOlLtabR.ua,,­
al 	 ¿c.uá.R. I.lVl.á. ~ tanto pOlL uC!-nto dC!- tabR.UiM C.OYl pe.;., o mC!-YlOlL o 

~guaR. a 310 mg? 
b1 ¿ c.uá1. I.l eJl.á. ~ tanto pOlL uC!-nto dC!- tabR.uM c.o Yl pe.;., o I.l upC!-tUOIL 

a 330mg? 

s O L U e ION: 

a) p(X"::'310) p(Y,,::, 310 1-0 324) = p(Y':' -1,4) = 1 - p(Y,,::, 1,4) 

1-0,9192 = 0,0808. Por tanto, el 8,1 % de las table­

tas tendrá peso menor o igual a 310 mg. 

p(Y < 330 - 324) = 1 _ 0,7257 
- 10

b) P (X > 330) 1 - p(X':'330) = 1 

0,2743. Por tanto, el 27% de las tabletas tienen 

pes o superior a 330 mg. 

******************** 

4 .15 SC!- llama c.o uC!-ntc!- .¿nt~C!-c.:tuaR. aR. c.ouC!-ntc!- C!-nV1.C!- R.a C!-dad 
mC!-ntaR. y R.a C!-dad /1.C!-aR.. SC!- l.labC!- quC!- R.a ~:ttUbuu6Yl dC!- R.0f., c.ouC!-nte.;., 
~nt~C!-c.:tua...e. e.;., dC!- ZOOO Jr.C!-c.R.u:tM l.l-tguC!- una ~:ttUbuu6Yl YlOJurlaR. dC!- mC!-­
~a 0,80 y de.;.,v~au6Yl ;Up~c.a 0,50. 

CaR.c.ulM: 
al NúmC!-Jr.o dC!- Jr.C!-c.R.r..LtM C.OYl c.oUC!-ntc!- ~nt~C!-c.:tuaR. c.ompJr.C!-Yl~do C!-nh'1.C!­

.. 


http:dC!-R.0f
http:dC!-tabR.uM
http:pOlLtabR.ua
http:quC!-R.0f
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0,7 lj 1,2. 
bJ NúmeJto de. 1te.cR.lLtCUJ con coUe.nte. inte1.e.u.urd inóe.Jtiolt a 0,3. 
el NúmeJr.o de. 1te.cR.lLtCUJ con coUe.nte. inte1.e.u.urd inóe.JtiOlt a 0,9. 
d) NúmeJto de. 1te.cR.lLtCUJ con coUe.nte. inte..te.u.urd --supe.JtiOIt a 1,4. 

s O L U e 1 O Ni 

La 	variable X, sigue una distribución N( O,8 , 0 ,5). Tipificando la 

variable, tendremos Y = X - 0,8
0,5 

0,7-0,8 1,2-0,8
a) p(O,7 < X < 1,2) ( 0,5 < 0,5 0,7881 - 1 +P < Y 

+ 0,5793 = 0,3674. 

Luego el número pedido será 2000.0, 3674 734,8 ~ 735. 

< 
0,5

b) p(X < 0,3) = p(Y 0,3-0,8) p(Y < -l) = 1 0,8413 = 0,1587. 

El 	número pedido será: 2000.0,1587 = 317,4 ~ 317. 

e) p(X < 0,9) = p(Y < 0,~~~,8) = p(Y < 0,2) = 0,579 3 

El 	número pedido será: 2000.0,5793 = 1159. 

d) p(X> 1,4) P (Y > 1, 4-~' 8) = P (y > 1 ,2) = 1 p(Y ": 1,2)
O, 

1 - 0,8849 = 0,1151. 

El 	número pedido será: 2000.0,1151 = 2 30,2 "" 230. 

******************** 

4.16 La duJW..uón me.dia --sin ninguna Itotulta, de. .tCUJ --sábanCUJ de. 
un Sanatoltio P--siquiatJtico de. 300 camCUJ, u de. 50 diCUJ con una duvia 
uún :U.pica de. 8 diCUJ. Si --Supone.mc--s que. .ta dultau6n de. .tCUJ MbanCUJ ­
--sigue. una ~;tJtibuuón no!tmrd, crdcu.ta!t: 

al 	 ¿CuantCUJ --sábanCUJ --se. habltán te.nido que. lte.poneJt antu de. .to--s 
35 diCUJ? 

bl ¿CuantCUJ --sábanM habltá que. lte.poneJt pCUJadM .to--s 60 diCUJ l 

s O L U e ION: 

Si 	representamos por X la variable que expresa el número de dias que 

dura una sábana sin ningun tipo de rotura, sabemos que X obedece a 

una distribución normal de parámetros: N(50 , 8) 
35-50)

a) p(X'::35) p(Y':: 8 p(Y'::-1,875) 1 - 0,9693 0,0307. 
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Como hay 300 camas,son6Oü las sábanas que están en uso, 

por tanto el número de sábanas que habrá que reponer antes de 

los 35 dias, será: 600.0,0307 = 18,42 :0:18 sábanas 

60-50)b) p (X > 60) p (X ~ 60) = 1 - p(Y ~ = 1 - p(Y~ 1,25)
8 

- 0,8944 0,1056. 

Luego después de los primeros 60 dias habrá que reponer: 

600.0,1056 = 63,36"" 63 sábanas 

******************** 

4.17 U~a tableta de v~~~a A,p~oducida po~ u~a máq~~a auto 
má:tú.a -6e eOYl/.)-<.d~ apta -6;. la de-6v-<.aci6~ de -6u pe-60 ob-6e~vado ~e-6-

pedo del te6~eo ~o e-6 mayM que 10 mg. LM de-6 v-<.acio~e-6 aleat(l~M 
del pe-60 ob-6~vado ~e-6pedo del te6~c.o obedeee~ a una ley rtO~al de 
med-<.a O y de-6v-<.aci6~ Up-<.ea 5 mg. 

CaleulM que ta~to pM cie~o de tabletM, p~oducidM pM 
la c.-<.tada máq~~a aut(Jm~ea, -6e eOYl/.)-<.d~~ ap;tM. 

s O L U e ION: 

Consideraremos ~la tableta apta, si se desvia 	de la media menos de 

10 	mg. 

-10-0 10-0


Por tanto, p( Ixl < 10) p(-10 < X < 10) = P(---5-- < y < --)
5 

p(-2<Y<2) = 2 p(O<Y<2) 2(0,9772-0,5)= 

2.0,4772 0,9544. 

Luego el 95% de las tabletas producidas serán consitleradas válidas. 

******************** 

4.18 Se ha eomp~obado que la p~obab~dad de te~~ u~ deterom-<. 
nado -<.~d-<.v-<.duo 1M oJO-6 pMdM e-6 0,6. Sea X la vM-<.able aleato~a 
que ~ep~e-6 e~a el ~úm~o de -<.~d-<.v-<.duo-6 que tie~e~ 10-6 o J M pMdM de 
u~ g~po de 1100. 

a) Obte~~ la ley de p~obab~dad de la vM-<.bale X. 

b) CaleulM p(670 <X .::.675). 

e) CaleulM p (X ~ 680). 


s O L U e ION: 

a) La variable X sigue una ley de probabilidad binomial, siendo: 
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-
A "tener ojos pardos" y A "no tener los ojos pardos" 

p = p(A) = 0,6 q = 1 - P = p(A) = 0,4 

Como los n individuos que componen la muestra son independientes 

la ley de probabilidad de la variable X será: 

1100) 6r 41100-r p (X = r) 0, .0,
( r 

b) Como vimos en 2.9 del presente capítulo, por cumplirse: 

1 0) n > 30. 
2°) 0,1 < P < 0,9 

Podemos aproximar esta distribución binomial, mediante una distri 

bución normal N (O , 1) , siendo la nueva variable: 

X - np np = 1100.0,6 = 660. 
y = 

Inpq Inpq =/1100.0,6.0,4 = 16,2 

Es decir: X-660 
y = Por tanto, tendremos:

16,2 

670 - 660 675 - 660)p (670 < X < 675) p( 16 2 < Y <, 16,2 

0,8238 - 0,7324 = 0,0914. 

680 - 660
c) p (X ~ 680) - p(X<680) = 1 - p(Y < ) 1 - p(Y < 1,23)=

16,2 

- 0,8907 = 0,1093. 

******************** 

4.19 Se ha v.,tucUa.do la ci{,6vubuu6Yl de al.búm<.na total. c.-útc.u­
lante. (e.Yl gJtam0.6 ] de 50 homb/tv., Ylo/tmalv." c.omp/teYlcüdof.J entJte lof.J 20 lj 
lof.J 30 añof.J, obte~éYldof.Je lof.J f.J~gu{entv., /tv.,ultadof.J: 

AjÚl:,tv.,e. v.,ta ci{,6vubuu6Yl 
e.mp-UUc.a mecüante una ci{,6tJUbuu6Yl Ylo/t 
mcú'. lj c.alc.ulaJr..: ­

al P/tobab~dad de que Uyl ~YlcüV~­

duo elegido al. azaJr.., teYlga albt1mi.Yla c.-út 
c.ulante meYlo/t o ~gua.e. a 100 gM. ­

bJ P/tobab~dad de que teYlga máf.J 
de. 150 gJtamOf.J de albt1mi.Yla. 

Albt1mi.na 
c.-útc.ulante gM. 

99,5 - 109,5 
109,5 - 119,5 
119,5 - 129,5 
129,5 - 739,5 
139,5 - 149,5 
149,5 - 159,5 

Ylode homb/tv., 

5 
70 
12 
11 
8 
4 

s O L U e ION: 


El calculo de la media y desviación típica de esta distribución fué 


http:obte~�Yldof.Je
http:al.b�m<.na
http:v.,tucUa.do
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efectuado en el problema 1.14 del capítulo de Estadística Descripti­

va. Por tanto, x 128,3 y s = 14,2 

Luego la distribución normal que más se aproxima a esta distri­

bución empírica será la que tenga por parámetros 

f.l = 128,3 y o 14,2 

p(y.::..l00 - 128,3)a) p(X'::" 100) p(Y < -1,99) = 1 - p(Y < 1,99)
14,2 

- 0,9767 = 0,0233. 

b) p(X>150) p(X ~ 150) = 1 _ p(Y'::" 150 - 128,3) 1 - 0,9370=
14,2 

0,063. 

******************** 

4.20 
u.na. f de F,uheJt-SnedeeO!t. 

b) F e) Fa) FO 05.5.21 0,01¡24¡12 0,05;8¡4, " 

s O L U e ION: 

Mediante lectura directa de la tabla VI del APENDICE, se tiene: 

a) F 2,68.
0,05;5;21 

b) F 
0,01;24;12 3,78. 

c) F 6,04.
0,05;8;4 

******************** 

4.21 Vada una. d.u:tJU..buu6 n X2 ea n n = 1 2 gJta.dOJ.J 
lj úenda A lj B .tcu altea;., Jtaljada;., del. gJtáfr<..ea, haLe..aJt lOJ.J 
MM que: ! 

a) El altea A .6ea '¿gua! a 0,025. =~n12 
b) El altea B .6 ea '¿gua! a O, 01 • .< 


.!!\ 

.;A B


S O L U e ION: ,; " XZ 
~I ­

La tabla IV del APENDICE, nos proporciona para un valor determinado 

del número de grados de libertad n, el valor de X2 , tal que:
p 

p(X2 > X2 ) = P 
P 

a) p 1 - A - 0,025 = 0,975, 0,975. 
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X2 y mirando en las tablas, para n = 12, obtenernos = 4,40.
P 

X2b) 	 P = B = 0,01. = 26,22.
P 

******************** 

14.22 	 Cal.c.u.taJt .ta.6 J.¡-<-glUen.;te..,6 pitO babilidadu 
al p(X 2s 20,4) paJta n. = 10. 
b) P(X 2 > 23,2) paJta n. = 14. 
c.) p(11,9:; X2 532,4) paJta n. 18. 

s O L U e ION: 

a) 	 P(X~0:'20,4) = 1 - p(X~O > 20,4) 

para obtener p(X2 > 20,4), siendo n = 10, se busca en la tabla IV 
n 

del APENDICE. En la fila correspondiente a n 10, se busca el 


valor más próximo por defecto a 20,4, es decir 18,31, al cual co­


rresponde p = 0,05. Para obtener con más aproximación la proba­


bilidad pedida efectuaremos una interpolación lineal. Si a un in­

cremento de X2 de 20,5 - 18,31 = 2,19 coresponde una dismi­
l0 


nución de p de 0,05 - 0,025 0,025, Por tanto a un incremento 


de X2 de 20,4 - 18,31 = 2,09 corresponderá una disminución de 


p igual a x. 


Es decir: 2,19 

x = 0,0238.

2,09 


Restando 0,0238 del valor 0,050 de p, se obtiene 0,0262 


Por tanto, p( X2 >20,4) = 0,0262 y p( X2 < 20,4) = 0,9738

10 	 10­

b) p(X2 >23,2) para n = 14. 
23,68 - 21,06 0,1 - 0,05

Del mismo modo, tendremos: 
23 , 20 - 21,06 x 

x = 0,0408. Por tanto 0,1 - 0,0408 = 0,0592 

cl 	 p(11,9":' X~8 < 32,4) = P(X~8':'11,9) - P(X~8':'32,4) 

Para el cálculo de ambas probabilidades procederemos como en los 

casos anteriores. 

25,99 - 10,86 0,9-0,1 ===? 	 x = 0,055
11 ,9 - 10,86 x 

2Por tanto, P ( X 1 8 ~ 11,9) = 0,9 - 0,055 = 0,845 
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34,80 - 31,3 0,025 - 0,010
P (X

2
18 ~ 32,4) ==? 32,40 - 31,3 x 

x = 0,0047. Por tanto, P( X2 ~32,4) = 0,025 - 0,0047=0,0203
18 

******************** 

s O L U e ION: 

Si mirarnos en la tabla IV del APENDICE correspondiente a la distribu 

ción X2 observarnos que solo nos proporciona valores de X2 hasta n=30 
p 

grados de libertad. 

Para valores de n > 30, vimos en 3.5 que T = /2X2 - 12n - 1 

se distribuye segun una N(O , 1). Por tanto, como en la tabla de la 

distribución normal tenemos, p(T > 1,96) = 0,025 

T = /2X2 - 12.45 - 1 > 1,96; 12 X2 > 1,96 + 9,45, 

2X2 >129,73. 129,73 
= 64,87. Luego 64,87.

2 

******************** 

4.24 Vada una pobLa~6n que ~~gue una ~~bu~6n nonmaf con 
mecü.D. y duv~~6n Up~ca ducono~da, ~e eJdJz.aeZuna muu.tJu¡ de tama 
ño 16 que tiene una vaJÚanza muutJr.a.l cono~da ~. ~2 

Ca.lculaJt .fa pitO bab~dad ~~guúYLte: p (O, 5 < =L. < 1, 8), 
~ú,ndo 0'2 .fa v~anza pob.fa~ona.l . a 

s O L U e ION: 

En 3.8 del presente capítulo, vimos que es una variable 
0'2 

X2aleatoria cuya distribución en el muestreo es una con n-1 grados 

de libertad. 
15 s2 2Por tanto, 2 es una X con 15 grados de libertad. 

2a 82 
( ~< 5 )Luego p(0,5 < ~ < 1,8) pO, 5 .1 5 < 2 1 .1,8a a2 

= p(7,5 < ~ < 27) = p(7,5 < X2 < 27) = P(X\5 > 7,5) -P(X~5 > 27)
0'2 15 


2 §..,55 - 7,26 0,95 - 0,9

p( X 15>7,5); ==? x = 0,009

7,50 - 7,26 x 

Por tanto, p(X 2 15> 7,5) = 0,95 - 0,009 = 0,941. 
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27,5 - 25 0,05 - 0,025
p(X 15 > 27); ===? x = 0,02

27 - 25 x 

t 

Por tanto, p(x2 15 > 27) 0,05 - 0,02 = 0~03. 
2 


Luego p(0,5 < ~2 < 1,8) 0,941 - 0,03 = 0,911. 

O 


******************** 

4.25 EY! uY!a cLWtJUbuu6Y! t de Student eoY! 7 gJtadM de übeJt 

;Cad, eOM-ideJteYnM lM MeM A Ij B JtaljadM eY! la 6-i..gUlta. 

HillM lM valoJtu de t talu que: 

a) El Mea A ~ea -igual R0,025. 

b) El Mea B ~ea -igual a 0,01. 

e) El Mea A + B ~ea -igual a 0,05. 


s O L U e ION: 
o 

La tabla V del APENO1CE nos proporciona para un ~alor determinado del 

número de grados de libertad n, el valor t , tal que: 
p 

p( Itl > t ) = p.
p 

Por tanto: 

a) A = 0,025 ~, luego p = 0,05. p(ltl > t ) = 0,05 
p 

mirando en las tablas para n = 7, tenemos t =-2,365. 
P 

b) B = 0,01 = 12. p = 0,02. p( Itl > t ) = 0,02 de donde se de­
2 ' p 

duce que t 2,998. 

P 


e) A + B = 0,05 = p, p ( II ti> t ) = 0,05 t ± 2,365.
P P 

******************** 

4.26 VadM lM cLWtJUbuuoY!u de la t de Student pMa Y! = 15 
paJta Y! = 25 Ij paJta Y! = 80. 

HillM lo~ valOJtu ~eM t de t, paJta lM eualu el 
Mea ~duada a la deJteeha de t u O, 1. P 

s O LU e ION: 

Los valores críticos t de t correspondientes a p 2.0,1 = 0,2, son: 
p 

Para n 15 : p( I t ri > 1 ,34) = 0,2 t 1,341 . 
P 

Para n 25: p( Iti > 1,316)= 0,2 t 1,316. 
P 

Para n 80: p (1 t I >1,296)= 0,2 t 1,296. 
P 
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Para este último caso, como n > 30, se podría aproximar mediante la 

distribución normal, del siguiente modo: p(t > O,l), buscamos en la 

normal para una probabilidad igual a 1 - 0,1 = 0,9 Y resulta: 

t ~ 1,29, que como se ve es análogo a lo obtenido directamente en 

la tabla de la t de Student. 

******************** 

4.27 Calc.ulaJt lcu. úgU-i.ent~ pJtobab~dad~ de una vaJUable 
que !.>~gue una ~;tJU.buu6n t de Student, !.>~endo n el nÚn1eJto de g~ 
do!.> de ~b~ad: 

a) p[ltl < 7,83), paJta n = 8. 

b) p[-7,64 2 t < 7,97), paJta n = 72. 


S O L U e ION: 

a) P(lt812 1,83) = 1 - 2 p(t > 1,83);
8 


1,86 - 1,397 0,1 - 0,05 

x = 0,046.

1,83 - 1,397 x 


P(lt81 2 1,83) = 1 - 2(0,10 - 0,046) = 0,892. 


b) p(-1,64 < t < 1,97) P(t .:. -1,64) - P(t ':' 1 ,97) = 
12 12 12
 

1 - P(t12 ':' 1,64) - P(t12~ 1,97). 


- Calculo de P(t > 1,64):

12 


1,782 - 1,356 0,10 - 0,05 

x = 0,033.

1 ,64 - 1,356 x 


P(t > 1,64) 0,1 - 0,033 0,067.
12 


- Cálculo de P(t > 1,97):

12 


2,179 - 1,782 0,025 - 0,01 

x = 0,0071.

1,97 - 1,782 x 


P(t > 1,97) = 0,025 - 0,0071 0,0178.

12 

Por tanto: p(-1,64 2 t 2 1,97) = 1 - 0,067 - 0,0178 0,9152.
12 

******************** 
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4.28 Caieu...t'.aJt la;., ~-lgtU.eYLtu pitO bab~dadu de una v~able 
que ~-lgue una ~vubuu6n ~ de. S~udeYLt, ~-lendo n el nÚYneJto de gJta­
dM de übeJttad: 

a) p(~ ~ 1,35), palLa n 16. 

b) p ( I~ I > 2 , 34 ), palLa n = 25. 


s O L U e ION: 

Utilizaremos la tabla V del APENDICE, realizando una interpolación 

lineal en los casos que la tabla no nos proporcione los valores di­

rectamente. 

1,746 - 1,337 0,10 - 0,05
a) p (t16':' 1,35): 1,35 -1,337 x 

x = 0,0015. Por tanto P(t .:. 1 ,35) 0,1 - 0,0015 0,0085.
16 

2,485 - :::,060 0,025 - 0,01 
x = 0,098.

2,34 - 2,060 x 

2 (0,025 - 0,0098) 0,0304. 

******************* 
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5- REGRESION y 

CORRELACION 

1. 	 GENERALIDADES 

1.1 	 VARIABLES ESTADISTICAS BIDIMENSIONALES.- Hasta ahora habiamos 

estudiado fenómenos en los que para cada observación se obte­

nía una medida. 

Supongamos ahora un nuevo fenómeno, en el que para ca 

da observación se obtienen un par de medidas. 

Por ejemplo: 

1.- Area superficial y proteinas circulantes en sangre de los 

pacientes de un Centro Médico. 

2.- Volumen plasmático y albúmina total circulante. 

3.- Pulso y temperatura. 

4.- Talla y peso de recien nacidos. 

5.- Tantos por ciento de pérdida de actividad de un preparado 

hormonal y meses transcurridos desde su envase. 

6.- Alt~ra y mayor diámetro de la cáscara de una determinada 

especie de caracol. 

A estas variables estadísticas resultantes de la obser 

vación de un fenómeno respecto -de dos modal idades se las llama 

vaJUableJ.> eJ.>tacfA:/.);t¿c.cu, b-<.cüme.nJ.¡úYl.aleJ.>. 

1.2 	 DIAGRAMA DE DISPERSION.- Dada una variable estadística bidimen 

sional, representaremos por x, a los valores observados respe~ 

to de una de las modal idades y por y, a los valores observados 

respecto de la otra modal idad. 

De esta forma obtenemos pares ordenados de la forma 

• 


http:eJ.>tacfA:/.);t�c.cu
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(x,y), que representados sobre unos ejes cartesianos, da lugar 


a 1a nube. de. puntM o cüagJr..ama de. CÜJ.>peN.>-i6n. 


1.3 	 TIPOS DE TABLAS DE FRECUENCIA BIDIMENSIONAL.- Las distribuciones 

de dos caracteres se pueden clasificar según la naturaleza de es 

tos en~ cual itativos, cuantitativos discretos y cuantitativos con 

tínuos. ,
De esta formó se obtienen 6 tipos generales de distribu 


ción con dos caracteres. 


1TIPO 1.- Los dos caracteres cual itativos. 


Ej: Clasificación de pacientes según sexo y profesión. 


1
TIPO 2.- Un carácter cual itativo y otro cuantitativo discreto. 


Ej: : Clasificación de 100 cabezas de familia, según su categoría 


socio-profesional y el número de hijos. 


TIPO 3.- Un carácter cual itativo y otro cuantitativo contínuo. 


Ej: Clasificación de pacientes según raza y perímetro torácico. 


TIPO 4.- Los dos caracteres cuantitativos discretos. 


Ej; Clasificación de famil ias, según el número de hijos y el de 


hijas. 


TIPO 5.- Los dos caracteres cuantitativos continuos. 


Ej: Clasificación de varones adultos, según pulso y temperatura. 


TIPO 6.- Un carácter cuantitativo contínuo y el otro discreto. 


Ej: Clasificación de famil ias según edad de la madre y número de 


hijos. 


En general, si designamos los valores o las modal idades 


de la variable x por x1,x2 ,x
3

, ... ,x
n 

y los de la variable y 


por Y1'Y2'Y3' ..• 'Ym y por la frecuencia absoluta del
f ij 

par (x.,y.), tendremos una tabla del siguiente tipo:


I J m 

Donde f . 
 f. = I f· l 

y
.J l. 1 = 1 I 

m n 


f I f . I f. = N nOtotal de individuos que in­

•J i = 1 l • j =1 	 tervienen en la distribución. 
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X xl x
2 x. 

I 
. · X 

n 

Y, f 11 f 21 f i 1 · f nl f . 1 

Y2 
f 

12 
f

22 . f i2 f 
n2 

f 
.2 

. 

Yj f'j f 2j f.. 
IJ · f 

nj 
f 
.j 

I 

Ym 
f 1m f 2m f.1m f nm 

f 
.m 

f1. f 2 . f. 
l. 

f n. 
f . . 

Para formar las frecuencias relatlvas, bastará dividir 

la frecuencia absoluta por el número total de individuos que 

intervienen en la distribucinn. 

De esta forma, la frecuencia relativa de la casilla 

h .. f . . /N
I J I J 

del mismo modo: h . f .1 N Y h. = f. IN
.J • J 	 l. l • 

Si una o las dos de las variables son cuantitativas con 

tinuas, agruparemos en clases siendo x. e y. las marcas de cla-
I 	 J 

se de los intervalos. 

1.4 	 DISTRIBUCIONES MARGINALES.- Veamos la siguiente tabla estadístl 

ca, donde x representa el pulso e Y la temperatura de 26 pa~ 

cientes 
70 75 80 85 

36 4 3 2 - 9 

36,5 3 4 3 1 11 

37 - 1 2 3 6 

7 8 7 4 26 
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Observamos que para la variable y se obtiene "al margen" la 

siguiente distribución: 

y 
frecuencia 
relativa 

36 9/26 

36,5 11/26 

37 6/26 

y del mismo modo, para la variable x tendremos : 

x 70 75 80 85 

frecuencia 
re 1 a ti va 7/26 8/26 7/26 4/26 

A estas distribuciones, obtenidas "al margen", las llamamos 

~~bu~on~ ~g~nat~. 

De una manera general, llamaremos ~~bu~6n maJtg~nat 

de la variable ~ a la que tiene por frecu~ncias relativas: 
f . 

h. + j = 1, 2, ••. ,m.j 

Estos valores los obtendremos en el margen de la dere­

cha de la tabla estadística bidimensional. 

De 1 mi smo modo: 

llamaremos ~~bu~6n maJtg~nat de la variable x, a la 

que tiene por frecuencias relativas: 

f. 
l.

h. -N- 1,2, ... , n 
l. 

1.5 	 DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS.- Supongamos ahora que para el 

ejemplo anterior, fijamos el valor de y = 36 ° , obtenemos ento~ 

ces la siguiente distribución de frecuencias relativas de la x: 
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8070 8575 
I 

O4/9 2/93/9Ih (x/y '" 36°) 

A esta distribución la llamaremos ~~buci6n d~ la 

v~bl~ x eondicionada al valor y '" 36~ 

Según que fijásemos otros valores para la y obtendria­

mos: 

70 75 80 85 

h (x/y = 36 , 5 ° ) 3/11 4/11 3/11 1/1 1 

h(x/y = 37°) O 1/6 2/6 3/6 

Del mismo modo, fijado un valor correspondiente a la x, 

obtendriamos la correspondiente distribución condicionada de la 

variable y. 

f (y/x = 70) f(y/x=75) f (y/x = 80) f(y/x=85) 

36 4/7 3/8 2/7 O 

36,5 3/7 4/8 3/7 1/4 

37 O 1/8 2/7 3/4 

De una manera general, llamaremos ~~buci6n eondicio 

nada de la variable x, para el valor de y = y., a la que tiene 
J 

por frecuencias relativas: 
f .. 

\~=l, ... ,n.h(x./y.) =--1L­
IJ = 	 l, ..• ,m.

I J f . 
• J 

Análogamente, llamaremos ~~buci6n eondicionada de la 

variable y.para el valor de x = xi' a la que tiene por frecuen­

cias relativas : f .. 
--'..L ~~ : 1, ... ,n.h(y'/x.)

J I 	 J - l, ... ,m.
f. 
l. 

1.6 	 MOMENTOS BIDIMENSIONALES RESPECTO AL ORIGEN.- Llamamos mom~nto 

d~ o~d~n ~ y ~ ~~p~cto al o~g~n y representaremos por a a 
rs 
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la expresión: a LLh.. x~ /rs . - I J I J 
I J 

donde h .. es la frecuencia relativa del par (x. ,y.)
I J 	 I J 

Veamos algunos casos particulares: 

- Momento de primer orden de la variable x, respecto al origen. 

LLh .. x.=Lh. x. 
I J I I • I 

- ' Momento de primer orden de la variable y, respecto al origen. 

LLh··y·=Lh.y.
IJ J .J J 

Al punto ' a ) se le llama centro de gravedad de la nu­(a lO Ol
 
be de puntos. 


- Momentos de segundo orden: 


a =LLh .. x. 2 =¿ h. x:
20 I J I l. I 

=LLh .. y. 
2 =¿ h .la02 I J J • J J 

- Momento de primer orden respecto de cada una de las dos varia 

bIes, será: 
=L ~h .. x. y.

L. IJ I J 

1.7 	 MOMENTOS BIDIMENSIONALES RESPECTO A LA MEDIA.- Llamamos momento 

de o~den ~ y ~ ~~pecto a La media y representaremos por m rs 
a la siguiente expresión: 

h .. (x. - X) r (y. _ Y1 sm rs I J I J 

También se les llama momentM c.en1Jr.a1.~. 

Veamos algunos casos particulares. 

- Momento de segundo orden de la variable x, respecto a la media. 

s2 m = ~~ h .. (x. - X)2 = ~h. (x. - X)2 
x 20 L..,.¡ L..,.¡ I J I L..,.¡ l. I 

- Momento de segundo orden de la variable y, respecto a la media. 
2 

s m = '""~ h .. (y. Y1 2 = '" h . (y. _ Y1 2 
y 02 L..,.¡ L..,.¡ I J J L..,.¡ . J J 


- Momento mixto o c.ov~nza 


sxy= =LL h ij(x i -X)(Yj-Y1
mll 

• 


http:c.en1Jr.a1
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Obsérvese que la covarianza será positiva cuando simul­

taneamente las desviaciones x. - x e y. - y sean positi-
I J 

vas o negativas, (es decir, para puntos situados en los cuadran 

tes 1° y 3°, siendo el origen el punto (x., y) ). 
Del mismo modo, la covarianza será negativa cuando las 

desviaciones x. - x e y. - y sean de signos contrarios, 
I J 

(es dec~r, para los puntos situados en el cuadrante 2° y 4°). 

Esta situación se aclara 

con el diagrama adjunto. 

A veces, en los casos de 

datos agrupados, el cálculo de 

los momentos respecto a la media 

resulta muy laborioso, por lo que se suele real izar un cambio 

de variable, de manera análoga a como se hizo para las distri 

buciones unidimensionales. 

Es decir: x = x + C+ c ¡
Xo u i o 
y + k v. y = y + k 

o J o 

y restando miembro a miembro, resulta: 

x. - x c (u. - U) ( 

y~-y k(V~-V), 
Entonces, el momento de órdenes r y s respecto a la media, será: 

m =~~h .. (x. _X)r(y. _y)s = crks¿Lh .. (u. _U)r(v. -V)s 
rs L.J L.J I J I J I J I J 

Para los casos concretos de las varianzas y la covarianza, será: 
222 

s c s 
x u 

s = c k s 
xy uv 

Las e~presiones anteriores desarrolladas para los casos de varia 

ble continua con datos agrupados, son las siguientes: 

Varianza de x: 



I 
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Varianza de y 2 
s 

y 

Cova r i anza: s xy 

1.8 	 RELACIONES ENTRE AMBOS MOMENTOS.- En forma análoga a como hemos 

venido haciendo para las distribuciones unidimensionales pode­

mos pasar de los momentos centrales a lo s momentos respecto al 

origen. Veamos los caso s mas sencillos: 

- Varianza de la x: 
-2 

s; = m20 E¿hij(x i - x)2 = ¿ h. (x . - x) = 
l· I 

2 -2 	 -2=¿ h. (x . - 2 x x. + x ) =¿h./ - 2X¿h.X. + X 
1, I I 	 l. I 1, I 

2 -2 -2 
=¿ h. x. x a - x 

I 20 
" 

- Varianza de la y: 


s~ m02 E ¿h i j (y j - y) 2 = ¿ h.j (y j - V) 2 = 


'"' h . (/ - 2 V Y. + y2) =~ h . / - 2V'"'h . y. + y2
L.,¿.J J J L.,¿ 'J J LJ'J J 

-2 - 2 
y a - y'"' h . /L.,¿ 'J J 02 

- Cova r i anza : 

sxy = mIl E¿h ij (xi -x) (y j -y) =¿¿h ij (x¡Yj -xiV-xv/xvi 

V¿¿ h .. x. - x¿¿ h . . y. + x y 
I J I I J J 

2. REGRESION 

2.1 CONCEPTO GENERAL DE REGRESION.­ Hemo s visto como al estudiar un 

determinado fenómeno surgen un par de med idas que daban lugar a la 
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idea de variable estadística bidimensional. Por ejemplo, las 

tallas y los pesos de hombres adultos. 

En esta situación llamaremos JtegJte!.l-<.ón o aju.J.¡te a la 

teoría que trata de expresar mediante una ecuación matemática 

la relación que existe entre las dos variables, con lo que po­

demos obtener con cierta aproximación el valor de una de las 

variables conocida el de la otra. 

2.2 AJUSTE DE UNA LINEA DE REGRESION A UN DIAGRAMA DE DISPERSION.­

Si representamos el diagrama de dispersión, observamos que los 

puntos del diagrama se condensan conforme a una 1 inea que lla­

maremos !-<.nea de JtegJte!.l-<'6n. 

El conocimiento de esta 1 inea permite e!.l.t-<-maJt el valor 

de una de las variables conocido el valor de la otra. 

A la hora de tener que real izar el ajuste de una linea 

de regresión a un diagrama de dispersión, conviene tener en cuen 

ta los siguientes puntos: 

10) Eleccion de la linea de regresión: 

Se real izará de forma que la 1 inea elegida sea la que me­

jor se ajuste al diagrama de dispersión. 

2 0 
) 	 Estimación de los parámetros de la 1 inea de regresión: 

Supongamos que al representar la nube de puntos, observamos 

que se condensan en torno a una recta, de ecuac ión y = ax + b 

Entonces, a y b son parámetros desconocidos y por tanto ten 

dremos que estimarlos en función de la muestra bidimensio­

nal que tengamos. 

30 
) 	 Estudio de la bondad del ajuste: 

Como siempre que real izamos un . ajuste, se trata de ver si la 

linea de regresiónelegida, ha sido la idonea o no a la dis 

tribución. Para este estudio, en general, uti 1 izaremos la 

prueba de X2 como veremos en próximos capítulos. 

2.3 	 DIVERSOS TIPOS DE CURVAS PARA REALIZAR EL AJUSTE.- Veamos, a co~ 

tinuación, algunos tipos sencillos de curvas para aproximarysus 

http:JtegJte!.l-<.�n
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ecuaciones: 

1.- Recta: y = a x + b 
22.- Pa rábo 1 a: Y = a x + b x + c 

23.- Cúbica: Y = a )+ b x + c x + d 
4 3 24.- Cuá rt ica: Y = a x + b x + c x + d x + e 
x5.- Exponenc i al: y = c a 


6.- Hipérbola: y 
 a + b x 

2.4 METODO DE MINIMOS CUADRADOS.- Sea~J,_x2~x3' ... xn ___Los-va-l.o.re.s 

de la variable x e Yl'Y2'Y3' ... 'Ym los valores de la varia­

ble y!.. y f .. la frecuencia absoluta del par (x. , y.)
I-J - I - r- ­

Si los puntos de la forma (x. , y.) fueran rruchos y muy 
1 J ---- ­

próximos,nos permitirian obtener la 1 inea de regresión de fo~ 

ma empírica. Ahora bien, esto en general, no es posible, enton­

ces procederemos del siguiente modo. 

Elegiremos una famil ia de curvas dependientes de los p~ 

rámetros a,b,c, ..• ,k, que escribiremos mediante la ecuación: 

y = 'Y (x; a,b,c, ••. ,k) 

Ahora tratamos de elegir una curva de la famil ia, tal 

que haga mínima la expresión: 

E = ""'(P .. Q•. )2 f ..L..J IJ IJ IJ 

donde Q .. es un punto de la curva de la famil ia, correspondie~ 
1J 

te a x = x. y P.. es un punto observado que tiene de coor 
1 IJ 


denadas (x., y . ) • 

1 J 


Es decir: 
 E = ¿(PijQi}2fij =¿íYj - 'Y (xi; a,b, ... ,k)~fij 
Para hacer mínima la 

y.
expresión E, sabemos por el J 


Anál isis Matemático, que te­


nemos que anular las deriva­
 P .. 

IJdas parciales respecto de ca 

uno de los parámetros. 

o x. 
1 
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A continuación veremos la apl icación de este método g~ 

neral de ajuste, a los casos lineal y paraból ico. 

2.5 	 REGRESION LINEAL MINIMO CUADRATICA.- Supongamos que el diagra­

ma de dispersión se condensa conforme a una 1 inea recta. 

Llamaremos ~er~a de ~eg~~i6n de y ~ob~e X, a la recta 

que permite obtener aproximadamente los valores de y conocidos 

los valores de x. 

Sea pues, la recta de ecuación: y = a x + b 

Tratemos de determinar los parámetros a y b, con arre­

glo al método de mínimos cuadrados. 

Por tanto la expresión siguiente ha de ser mínima. 

E = ""'"' f . . (y.- a x. - b)2L...J IJ J I 

Calculamos las derivadas parciales respecto de cada uno 

de los dos parámetros a y b. 

(3 E 
- (3 a 2~f .. (y. - a x. - b)(-x.) oL..J IJ J I I 

(3 E 
2""'f .. (y. - a x. - b)(-l) o--a¡;­ ~ 	IJ J I 

2 
¿f.. x.y. a¿f .. x. + b¿f.. X.

I J I J I J I I J I 

¿f.. y. a¿f .. x.
I + b¿f..I J 	 J I J I J 


y dividiendo por N resulta: 


+ b x l 
y = a x + b ~ 

Que son las eeuaeion~ nonmal~ de la recta de regresión de 

y sobre x, mínimo-cuadrática. 

En el caso que para todo i y j, resulta: 
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Los parámetros a y b, los determinaremos resolviendo 

el sistema anterior. 

De la segunda ecuación se obtiene: b y - a x 

y sustituyendo en la primera ecuación resulta: 
-2 

a a + (y - a X) x; a a + y x - a x ;
20 20 

-2 a - y x - a(a - x ) = O.ll 20 


Ahora bien , como 
 Se tiene: 

s 

s - a s 

2 o a = -.5L 

xy x 2 

s 
x 

Por tanto, acabamos de encontrar la pendiente de la 

recta de regresión. Como por la segunda de las ecuaciones nor­

males sabemos que: y = a x + b, tenemos que la recta pasa 

por el punto (x , Y) 
Podemos escribir la recta de regresión en la forma pu~ 

to-pendiente. 
s xyEs decir: y - y -2- (x - X) 
s 

x 

Que es la ecuación de la recta de regresión de y sobre 

x mínimo-cuadrática. 

Del mismo modo, obtendremos la recta de regresión de x 

sobre y, mínimo-cuadrática, que será: 

s 
x - x +(y-y) [2] 

s 
y 

La ecuación [1] permite calcular con cierta aproxim~ 

ción los valores de y conocidos los de x. 

La ecuación [2] permite calcular con cierta aproxim~ 

ción los valores de x conocidos los de y . 

• 
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s s 
A los coeficientes ----E... y ~ los llamaremos2 s s

coeMuel1,te,,~ de /te.gJte-6~6n. x y 

2.6 REGRESION PARABOLICA MINIMO CUADRATICA.- Supongamos que el dia­

~ ograma de dispersión se condensa conforme a una parábola de 
2grado, de ecuación: y = a x + b x + C. 

El problema consiste en de te rm i na r los pa ráme t ros a, b, 

y c para poder conocer la ecuación de la parábola, para ello u­

til izaremos el m~todo de mínimos cuadrados. 

Luego, hemos de hacer mínima la expresión: 

E ~ f .. (y.. - a x~ - b x. - c) 2L.J IJ IJ 1 1 

aE 2 2
2L f .. (y . . - a x . - b x . - c)(-x.) Oaa IJ 1 J 1 1 1 

aE 2
2Lf .. (y .. - a x. - b x. - c)(-x.) O» 1 J 1 J 1 1 1 

aE 2
2L f .. (y . . - a x. - b x. - c}{ - 1) O 

ac 1 J 1 J 1 1 

2 4 2L f x. y . . aL f . . X. + bLf .. x~ T cL f x . .. .. 
1 J 1 1 J 1 J 1 1 J 1 1 J 1 

3 2 x. y .. aL f .. x. + bLf .. x. + X . Lf.· cLf.·
1 J 1 1 J 1J 1 1 J 1 1 J 1 

2.L f y .. aLf.. x. + b Lf .. x. + cLf.. . . 
IJ 1 J 1 J 1 1 J 1 1 J 

Estas son las ecuaciones normales de 1 a parábola de re­

gresión de y sobre x, mínimo-cuadrática. 

En el caso particular que f .. 1 , para todo y j 
1J 


resulta: 


L y a L x 2 
+ b L x + C N 

L x y a L x3 + b L x 
2 

+ c L x 
2 4 3 2 

x y a x + b x + c L xL L L 
Este sistema se recuerda facilmente, observando que se 

puede obtener multipl icando la ecuación de partida: 
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2 	 2Y = a x + b x + c, por 1, x, x , respectivamente y su­

mando los miembros de las ecuaciones respectivas. 

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones norma 

les. se obtienen los parámetros a. b y c. 

Del mismo modo se obtendrian aproximaciones mínimo-cua­

d rát icas respecto de ot ros tipos de 1 i neas. 

3 _ 	 CORRELACION 

3.1 	 · CONCEPTO GENERAL DE CORRELACION.- Llamaremos co~elaci6n a la 

teoría que trata de estudiar la "dependencia" que existe entre 

las dos variables que intervienen en una distribución bidimen­

si ona l. 

3.2 DEPENDENCIA ALEATOR1A.- Supongamos que tenemos en una urna 4 

bolas numeradas con las cifras 1.2.3,4. Extraemos una bola y 

sin devolverla real izamos una segunda extracción. 

Si representamos por x el número de la primera bola 

extra ida, tendremos que si x 3. la variable y únicamente po­

drá tomar los valores 1.2,4. 

En este caso, se dice que la variable x depende ateato 

~ente de la variable y. 

Ahora bien, supongamos que extraemos una bola de la ur 

na y antes de real izar una segunda extracción reintegramos la 

bola, con 10 cual en este caso las pruebas son independientes. 

Si representamos por x. el número de la primera bola 

extra ida y por y el número de la segunda bola extra ida, tendre 

mos que si x = 3, la variable y podrá tomar los valores 1,2,3,4. 

Es decir, en este caso, nada se puede decir acerca del 

valor de y. una vez conocido el de x. 

A este tipo de situación, la 1 lamaremos ~ndependencia 

ateato~a o también diremos que la variable y es aleatoriamente 

independiente con la variable x. 
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3.3 	 DEPENDENCIA FUNCIONAL.- Supongamos la misma situación anterior. 

Es decir, una urna que contiene 4 bolas numeradas con 1,2,3,4. 

Representemos por x el número de la primera bola extral 

da y representemos por y el número 5 - x: En este caso conocido 

el valor de x, automaticamente sabemos el valor de y sin mas 

que sustituir en la función y 7 5 - x. 

Es decir, si x = 3, se sigue que y = 2. 

Por 10 tanto, diremos que la variable y depende funcio 

nalmente de la variable x, o bien que ambas están en depende!:!:. 

u.a 6unuonaL 
Conviene resaltar qu el caso de dependencia aleatoria 

es un caso intermedio entre la dependencia funcional y la ¡nd~ 

pendencia aleatoria, ya que en la dependencia funcional el va­

lor y queda perfectamente determinado al conocer x, y en la 

independencia aleatoria, el valor de x no nos proporciona nin­

guna información sobre el valor de y. 

En cambio, en la dependencia aleatoria el valor de x 

nos permite conocer algo sobre el valor que puede tomar y. 

Tanto la dependencia e independencia aleatoria, como la 

dependencia funcional, se presentan constantemente en las cien­

cias de la observación y experimentales. 

3.4 	 COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL.- Llamaremos coe6~uen.te de 

co~etau6n t1neal y representaremos por r, a la media geométrl 

ca de los coeficientes de regresión 1ineal. 

Es decir: s s s 
xy~.~r 2 	 2 

s 	 s s s 
x 	 y x y 

Obsérvese que el coeficiente de correlación 1ineal es un 

número sin dimensión. 

3.5 	 INVARIANCIA DEL COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL ANTE UN CAMBIO 

DE VARIABLE.- En 1.7 del presente capítulo, vimos que para ca­

sos de datos agrupados, resultaba muy cómodo real izar un cambio 

http:coe6~uen.te
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de variable del siguiente modo: 

x. x 	 x x + c 
I o + e "; l 	 o=}

y. + k v. 	 y + kYo 	 Yo ~lJ 	 J 
2 2 2

Obteniendo que: c s 

2 2k s v\ :~ 
u 

c k s 
xy uv 

Por tanto: s c k s s 
xy uv uv r = 

s s c k s s sSux y 	 v u v 

Luego, el coeficiente de correlación 1 ineal es invarian 

te ante un cambio de variable. 

3.6 ESTUDIO DEL VALOR DEL COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL A PAR 

TIR 	 DE LA VARIANZA RESIDUAL.- Llamaremos v~nza n~iduat y 
2

representaremos por s , a la suma de los cuadrados de las des­
r 

,:aciones, es decir: 

h .. (~.)2
I J I J I J 

Para facil itar los c~lculo~ 

supongamos que real izamos un cambio 

de origen, con lo que x = y = O. 

Por tanto, I a recta de re­

gresión de y sobre x, quedar~: 
O 

y = a x 

Entonces, tendremos: 
2 

~j / 

~ jp~ 
I J 

x. 
I 

2 s = '"'h .. (P.""T. ) 2 = ~h .. (y. - a x . ) 
r L..J IJ IJ IJ LJ IJ J I 

='"'h .. (/ - 2 a X.y. + /x:) =L..J1j J IJ I 

= '"'h .. / - 2 a~-·\ .. x . y . + a2
,", h .. iL..J IJ J 'L...J IJ I J L..J IJ I 

2 	 2 2 
s - 2 a s + a s. 

y xy x 
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s xy
Sustituyendo a por su valor, es decir a = -2- , resulta: 

s 

2 
s r 

2 
s y 

2 s 
- 2 2Y+

2 
s x 

2 s 
-21... 

2 
s x 

2 s 
y 

2 
s 
2Y 

2 
s x 

2 s 
Y 

x 

( 1 

2 s 
- ---l5L 

2 2 
s s x y 

2 2 
s (1 - r ) > O. 

Y 
2Luego tenemos: s 
r 

Por tanto, 	 2 
s2 r r 1 - -2­
s 

y 

2 	 2
Como 	 s < s ,resu 1ta que:

r y 

Es decir: -1 < r < 

- 1°) Si r = -1 ~ r O tod 1os se--r s2 = ,por tanto os puntos 

encuentran sobre la recta de regresión y entre las dos 

variables existe una dependencia 6uncionat. 

- 2°) 	 Si -1 < r < 0, las dos variables están tanto más corr~ 

ladas a medida que r se aproxima a -1. Por tanto, es u~ 

caso de dependencia ateato~a. 

_ 3°) S"I O ~ 2 2 	 " " r = 	 --r s s , en este caso no eXiste nlng~
r y 

na relación entre las dos variables. Es decir, ambas v~ 

riables son ~neonnelada6. Este es un caso de ~ndepende~ 

cia ate.ato~cr... 

°< r < 1, las dos variables están tanto más corre 

ladas a medida que r se aproxima a 1. Por tanto, es un 

caso de depe.nde.ncia. ate.ato~a. 

S "I r 	 -- 1 ~ 52 l--r = O, por tanto todos os puntos se 
r 

encuentran sobre la recta de regresión y entre las dos 

variables existe una dependencia 6uncionat. 
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1 
..''''~ "-::'.0 '. ,': 

' . ' ". \ ...<: ;:.~. ~~.'::.\ 

r'=+1 r=O r=-·1 

Dependencia funcional Dependencia aleatoria Dependencia funcional 


-1 < r<O O<r < +1 
Independencia aleatoria 

*********************** 

PROBLEMAS RESUELTOS 

5.1 La .ta.bfu adju.n:ta /tep/tuen;ta fu pobtau6Yl 60Jtmada pOlt 60 
homb/tu aduLtM, /tu pec..to de do.6 c.aJtac..teJtu, aUUILa. (x) Ij pu o (Ij ) 

~ 1,55-1,65 1,65-1,75 1,75-1,85 

55-65 3 2 -

65-75 6 10 4 

75-85 I 4 11 J 5 

85-95 1 6 8 

.. 




159 REGRESION y CORRELACION 

al EJ.,,tuCÜaA la CÜJ.>tJU.buU6Yl maAg-LYlCLt de la vaJUable x. 
bl EJ.,wcüaA la CÜJ.>tJU.buu6Yl maAginCLt de la vaJUable Ij. 
el MecUa Ij vaJUaYlza maJtginCLte.J.> de la vaJUable x. 
dl M ecüa Ij vaJUanza maJtginCLte.J.> de la vaJUable Ij. 

s O L U e ION: 

a) La distribución marginal de la x, es: 

x. 
1 

1,55-1,65 1,65-1,75 1,75-1,85 

frecuencia 
absoluta 

14 29 17 

frecuencia 
relativa 

14/60 29/60 17/60 

b) La distribución marginal de la y, es: 

Yi 
frecuencia 
absoluta 

frecuencia 
relativa 

55 - 65 5 5/60 

65 - 75 20 20/60 

75 - 85 20 20/60 

85 - 95 15 15/60 

c) Media y varianza marginales de la x. 

- Media marginal de la x: 

Tomemos las marcas de clase de los intervalos. 

14.1,60 + 29.1,70 + 17.1,80 
x = 1,705.

60 ¿f x2
2 i i -2 

- Varianza marginal de la x: s x 
x 

N 

222
14.1,60 + 29.1,70 + 17.1,80 (1,705)2 0,005. 

60 

d) Media y varianza marginales de la y. 

- Media marginal de la y: 

60.5 + 70.20 + 80.20 + 90.15 
y = 77,5

60 
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- Varianza marginal de la y: 
2 2 2 22 ~ fiY~ -2 60 .5 + 70 .20 + 80 .20 + 90 .15 

s y

Y 
 60 

N 

2
-77,5 85,41. 

******************** 

5.2 Vada la vaJÚabfe v.,taCÜ6 :U.c.a b-t.cUmeYl.J.¡-t.o naf cUó cJr..Ua de 6!: 
n-<..da pott fa ügLÚente tabfa: 

~ 3 5 

8 25 10 35 

12 15 5 20 

16 32 13 45 

72 28 100 

Cafc.u1aJl : 
al V-iJ.¡tlUbuu6n. c.on.d-Luonada de x. paJla tj = 12. 

b) V-iJ.¡tlUbuu6n c.on.d-LUon.ada de tj paJla X. = 3. 

d Med-<-a tj vaJl-i..an.w c.ond-Luon.adcv., de fa cUótlUbuu6n def apaJltado al. 


s O L U e ION: 

a) Distribución condicionada de x para y 12. 

3 5 

15/20 5/20I h (x/y = 12) 

b) Distribución condic~onada de y par x 3. 

8 12 16 

Ih (y/x = 3) 25/72 15/72 32/72 

c) Media y varianza concidionadas de la distribución del aparta do a). 

3.15 + 5.5 x ( y 12 ) 3,5
20 

• 


http:vaJl-i..an
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5.3 
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2 2
2 3.15+5.5 2 

s (y 12) 3,5 0,75 
x 

20 

******************** 

La :tab-fa ad j urU:a mueJ.ltJw. -fa VlataLtdad pote. c.a da 1000 -<'VlCÜ 
v-<.duOJ.J eVl E.6 paVía, dWr.arU:e -fO.6 aVío.6 1969 - 1973. ­

AVíOJ.J 1969 1970 1971 1972 1973 

Natolidad pote. 56 59 64 65 73c.ada 1000 hab. 

al ca-tc.u-taJt e-t c.oeMuerU:e de c.OMe-taU6Yl UYlea-t e -<'rU:eJ1..plte:tCUl .6U 
va-tOIt . 

. b l CuarU:o.6 YlaUm-<-erU:OJ.J .6 e eJ.l peJr..aVl pCUta e-t aVío 1978. 

s O L U e ION: 

x. 
l Yi u. 

l 
v. 

l 

2 
u. 

l 

2 
v. 

l 
U.V. 

l l 

1969 56 -2 -8 4 64 16 
1970 59 -1 -5 1 25 5 
1971 64 o o o o o 
1972 65 1 1 1 1 1 
1973 73 2 11 4 121 22. 

o -1 10 211 44 

Realizamos dos cambios de variable, ya que como sabemos el coeficie~ 

u = = O, v = 

5 5 

- u) 
- 2 

Eu~2 -2 10 
s - - O 2. 

u 
u 

5 
N N 

- 2 
- v) 211

2 -2 --- 42,16. 
s v 5 25 

v 
N N 

- \1) (v. - v) ~u.v. 
uv 

6 44 (-1)s 
l II 

u v 5 - O "5 = 8,8. 
N N 
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Coeficiente de correlación lineal: 

s 
uv 8,8 

r 	 0,95. 
_/51"u 51 ~ 2.42,16v 

Como 0,95 es muy próximo a la unidad, la dependencia que existe en­

tre ambas variables es practicamente funciona~ de no intervenir en 

los años próximos factores que alteren la relación de dependencia. 

b) 	 Cuantos nacimientos se esperan para el año 1978. 

Calculemos la recta de regresión de y sobre x. 

2 2 2 2 
s 	 = c s 1 .2 = 2; s c k s = 1.1.8,8 8,8. 

x u 	 xy uv 

x = x + C u = 1971 + 1.0 = 1971 l o 
1 	 x = 1971; Y = 63,8

y = 	 y + k v = 64 + 1 (- 5) = 63,8 ~ o 

s 
y _ 	 y = __x:::y,,-­ (x - x); y - 63,8 ~(x - 1971)

2 	 2 
s 

x 

Y 4,4 x - 8608,6 

Por tanto, para x 1978 resulta y = 94,6. 


Es decir, para el año 1978, se esperan aproximadamente 94600 na­


cimientos, siempre que no s e alteren en estos años los factores 


que hacen posible esta dependencia. 


******************** 

5.4 Se det~na ta péndida de actividad de un p~ep~ado ho~ 
monat en u eUll.ho du tiempo tj .6e obtierle u úgMen.-te ~e.;.,uLtado; ­

Tiempo (en me.;.,e.;.,l 1 2 3 4 5 

% Actividad ~e.;.,tan.-te 90 75 42 30 21 

Se de.;.,w eateut~; 


al La ~uau6n 6undamen.-tal e~e actividad tj tiempo tMlÚeUMido. 

bl Et tiempo en me.;.,e.;., que eOMe.;.,ponde al 90% de actividad. 

el Cuando .6ená nuta ta actividad. 


s O L U e ION: 
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Formemos en primer lugar la tabla de cálculo. 

x. 
1 

y.
1 

x.y . 
1 1 

2 
X. 

1 

1 90 90 1 
2 75 150 4 
3 42 126 9 
4 30 120 16 
5 21 105 25 

15 258 591 55 

15 	 258
Medias aritméticas: x = 3; y = 51,6

5 5 

Covarianza: s ~( ~ x. y. - ;Z ~ y. 
xy 	 N L...J 11 L.... 1 

i(591 - 3.258 5 1 , 6 . 1 5 + 3. 5 1 , 6 ) = - 160 , 4 • 

2 	 1 ~ 2 -2 1 2
Varianza: s N(L...Jxi - x ) -(55 3 ) = 9,2. 

x 	 5 

a) Relación funcional entre actividad y tiempo transcurrido: 

s - 160,4~ y - y (x - x) ; y - 51 ,6 (x - 3) .
2 	 9,2 

s 
x 

y - 17,4 x + 104 [1] 

b) 	 Tiempo en meses que corresponde al 90% de actividad: 

Sustituiremos y = 90% de actividad en la ecuación [1]. 
Obteniendo 0,8 meses, es decir, aproximadamente 24 dias. 

c) 	 ¿Cuando sera nula la actividad? 

Sustituiremos y = O, correspondiendo la pérdida de la actividad 

hormonal a los 6 meses. 

******************** 

5.5 LM deLta'.> ú'glU.e.n.:tv.. Ite.pltv.. e.n.:ta.n 1!.a'.> va.1!.O!tv.. de. dM ca YlJ.J 
tan.:tv.. b~a1!.6g~cah de. 12 ~n~v~dua'.> de. una c.ie.Jtta pab1!.ac.ión: 

/ 
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65 50 55 65 55 70 65 70 55 70 50 50 x 

85 79 76 90 85 87 94 98 81 95 76 74 Y 

a) Cuando fa Qonótante b~of6g~Qa x tome el valo~ 80, ¿que valo~ ~e 
puede p~ede~ p~ fa v~abfe y? 

b) Y Quando fa v~abfe y valga lOO, ¿que valo~ ~p~do tendná fa 
v~abfe x? 

Q) Ve~ qué ~po de dependen~a hay e~e f~ do~ v~abf~. 

s O L U e ION: 

Formemos la correspondiente tabla de cálculo, ordenando previamente 

una de las 	variables. 

x. 
1 

y.
1 

-x.-x 
1 Yi-y 

_ 2 
(x.-x)

1 

_ 2 
(y.-y)

1 
(x .-X)(y .-y) 
. 1 1 

50 74 - 10 - 11 100 121 110 
50 76 - 10 - 9 100 81 90 
50 79 - 10 - 6 100 36 60 
55 76 - 5 - 9 25 81 45 
55 81 - 5 - 4 25 16 20 
55 85 - 5 O 25 O O 
65 85 5 O 25 O O 
65 90 5 5 25 25 25 
65 94 5 9 25 81 45 
70 87 10 2 100 4 20 
70 95 10 10 100 100 100. 
70 98 10 13 100 169 130 

720 1020 O l O 750 714 645 

""y.720 	 _ L...J 1 1020
Medias aritméticas: x= -- = 60· Y = =--= 85.

12 ' 	 12 
N N 

'"'(x . -X} (y. -y)L...J 	 645Covarianza: 1 1 = 53,75.
12 

N 

2 750 2
Varianzas: s 62,5; s 

x 12 Y N 

a) ¿Qué valor toma y para x = 80? 

Calculemos 	la recta de regresión de y sobre x. 

s 


53,75( _ 60)y - y ~ (x - x); 	 y - 852 	 62,5 x 
s 
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y = 0,86 x + 33,4 

Por tanto, para x = 80, resulta y = 0,86.80 + 33,4 102,2. 

b) ¿Qué valor se espera para x, cuando y = 1oo? 

Calculemos la recta de regresión de x sobre y. 

s 
x - x -.2:Y (y _ y); x - 60 = 53,75 (y _ 85) 

2 	 59,S 
s 

y 

x = 0,90 Y - 16,8 


Por tanto, para y = 100, resulta x = 73,2. 


c) 	 Dependencia que existe entre ambas variables. 

Calculemos el coeficiente de correlación lineal. 

s 
xy 53,75 

r = 0,88 
s s ~62,5 .59,5x y 

Entre ambas variables existe una dependencia aleatoria muy fueE 

te, próxima a una dependencia funcional ya que r es muy próximo 

a la unidad. 

******************** 

5.6 El númeJto de. ba.c;tvuev., pO!!. uru:da.d de. volume.n pite'.> e.nte'.> 
e.n un ~~vo de'.>pue'.> de. x holtM, v~e.ne. Ite.plte'.>e.ntado e.n la tabla. ~~ 
g~e.nte.: 

NúmeJto de. holtM O 1 2 3 4 5 

NúmeJto de. bac;te.~ev., 

pOIt uru:dad de. volume.n 12 79 23 34 56 62 

al ¿Cuantev., holtM habJtá.n de. pev.,a.Jt hev.,ta te. I>te.1t 700 bac;te.~ev.,? 

b l ¿Cuantev., bac;tvua6 U e'.> peJta te.ne.1t al ~a.bo de. 6 holtM? 
d Calwla.Jt el ~o e. Mue.nte. de. ~oMela.u6n line.al e. ~nteJtplte.ta.Jt ~ u 

valO!!.. 

s O L U e ION: 


Representemos por x. el número de horas y por y. el número de bacte 

1 	 1 

rias 	por unidad de volumen. 



J.R.VIZMANOS - R.ASENSIO166 

Formemos la correspondiente tabla de calculos . 

x . 
~ 

Yi 
x

i Yi 
2 

x . 
~ 

2 
y . 
~ 

O 
1 
2 
3 
4 
5 

12 
19 
23 
34 
56 
62 

O 
19 
46 

102 
224 
310 

O 
1 
4 
9 

16 
25 

144 
361 
529 

1156 
3136 
3844 

15 206 701 55 9170 

15 	 206 
x = - 2,5; y 34,33.

6 6 

- 2 
¿(xi - x) ¿:x~2 	 -2 55 2 

s 	 x 2,5 2,9. 
x 	 6 

N N 

- y)¿:(Yi 	 · 2 2 	 ¿:Y~ -2 9170 
s y --- 34,3 349,5. 

Y 6 
N N 

¿:(Xi 
- x) (y . - y) ¿:x . y. 

~ 	 ~ ~ 701 
s 	 x y = - 2,5.34,3 = 31 . 

xY 	 6N 	 N 

a) ¿Cuantas horas habran de pasar hasta tener 100 bacterias? 

Calculemos la recta de regresión de x sobre y. 

s 
31~ x - x = 

2 
( y - y ); x - 2,5 = 349,5 (y - 34,3) 

s 
Y 

x = 0,088 Y - 0,55 

Por tanto, para y 100 bacte rias, se obtiene x = 8,25. 

Es decir a los 8 horas y 15 minutos habrá 100 bacted as en el culti 

vo. 

b) 	 ¿Cuantas bacterias se esperan tener al cabo de 6 horas? 

Formemos, en este caso, la recta de regresión de y s obre x . 

• 
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s 
31 

y - y ~ (x - x); y - 34,33 T,9(x - 2,5)2 
s x 

y 10,68 x + 7,61 

Por tanto, para x 6, resulta x = 72 bacterias. 

c) Coeficiente de correlación lineal 

s 
xy 31 

r = 0,97. 
SXSy ~2,9.349,5 

Al ser muy próximo a la unidad, existe entre las dos variables 

una dependencia aleatoria muy fuerte. 

******************** 

5.7 En la ú[jtUen;te. .:tabla J.,e. Ite.c.oge.n la!.> me.cLlda!.> de. .fc_ máu­
ma de. la plte..6i6n J.,ang~ne.a y la e.dad de. 12 muje.Jte..6. 

E dad (añO!.> ) 56 42 70 35 64 47 53 49 38 42 68 60 

p.máx.. (Mm Hg) 147 122 160 118 150 130 146 145 113 145 152 155 

EJ.,.:tucLlaJt la lte.{au6n poúble. e.n.:tJte. amba!.> va!tiable..6 y ltazonaJt e.{ 1te..6~ 

.:tado. 

s O L U e ION: 

Formemos la tablas de cálculos, teniendo en cuenta que conviene orde­

nar los datos respecto de una de las variables. 

x. 
1 Yi 

-
x.-x 

1 

-
Yi-Y 

- 2
(x. -x)

1 

- 2 
(y i -y) 

- -
(x.-x) (y.-y)

1 1 

35 113 - 17 - 27 289 729 459 
38 115 - 14 - 25 196 625 350 
42 122 - 10 - 18 100 324 180 
42 145 - 10 5 100 25 - 50 
47 130 - 5 - 10 25 100 50 
49 145 - 3 5 9 25 - 15 
53 146 1 6 1 36 6 
56 147 I 4 7 16 49 28 
60 155 8 15 64 225 120 
64 150 12 10 144 100 120 
68 152 I 16 12 256 144 192 
70 160 18 20 324 I 400 360 

624 1680 - 10 O 1524 2782 1800 
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Medias aritméticas: x = 
¿ 

N 

x. 
l 624 

12 
52; y = 

1680 - ­
12 

140. 

Varianza de x: 
2 

s 
x 

L: (xi 

N 

- 2 
- x) 

1524 
12 

127. 

Varianza de y: 
2 

s 
y 

¿(Yi 

N 

- 2 
- y) 

2782 
12 

232. 

¿ (x. -;) (y. -y)
l l 1800

Covarianza: s --= 150. 
xy 12

N 

Calculemos las rectas de regresión. 

a) Recta de regresión de y sobre x: 

Y - 140 = 150 (x - 52) y 1,2 x + 78,5.
127 

b) Recta de regresión de x sobre y: 

150
x-52 - (y - 140) x = 0,64 y-38,S.

232 

c) Coeficiente de correlación lineal. 

s 
150r = xy 0,87 .

. fSZT ~232.127,,-x -y 

Como r es próximo a la unidad, la dependencia entre ambas varia 

bles es aleatoria positiva y bastante fuerte. 

******************** 

5.8 

)( . 
-<­

50 52 54 56 58 60 62 

y . 
-<­

31 50 77 96 112 130 162 

s O L U e ION: 

2
Sea la parábola de ecuación y = a x + b x + c. 


Las ecuaciones normales, obtenidas por el procedimiento de mínimos cua 


drados, son: 
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a ¿ x2 + b 

3 
¿;yx =a ¿x +b 

¿ Y x2 = a ¿ x 
4 

+ b 

Para formar la tabla de cálculos, conviene realizar un cambio de va 

riable para la x., con lo que se simplifica notablemente. 
1­

Sea x. = 55 + 2 u. 
J 1­

x. 
1 

y.
1 

u . 
1 

2 
u . 

1­

3 
u . 

1 

4 
u . 

1 
u

i Yi 
2 

UiYi 

50 31 - 3 9 -27 81 - 93 279 
52 50 - 2 4 - 8 16 -100 200 
54 77 - 1 1 - 1 1 - 77 77 
56 96 O O O O O O 
58 112 1 1 1 1 112 112 
60 130 2 4 8 16 260 520 
62 162 3 9 27 81 486 1458 

658 O 28 O 196 588 2646 

Observamos que gracias al cambio de variable realizado, tenemos que

L xi y 2: x~ , son nulas; por tanto, las ecuaciones normales qu~ 
dan sensiblemente simplificadas de la siguiente forma: 

2 
y a¿ u + + C N 658 28 a + 7 c 

¿ uy + b ¿ u 
2 

=? 
¿ 

588 28 b 
2 24 2646 196 a + 28 c¿u y a¿ u + c ¿ u 

De donde a = 0,16 ; b 21 ; c = 93,33 


y la parábola será: 

2

y=0,16 u + 21 u + 93,3 
x-55

Ahora bien, como x = 55 + 2 u, se deduce u = 
2 

sustituyendo este valor en la ecuación anterior, obtenemos el ajuste 

pedido: 
2

Y 0,04 x + 6,1 x - 363,17 

******************** 
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5 • 9 LoJ.J da;toJ.J ;., -t9lUe.nte!.> 1Le. plLe!.> e.ntan plLe!.> -tone!.> d-<..aM.ó LLC.M de. 
ta ;.,anglLe. .tomadM e.n lLe.poJ.J o . Lo;., vatolLe!.> x de.no.tan U tiempo e.n m-<..­
n¡rtoJ.J .t!La.ytJ.J c.Ltl!JUdoJ.J de!.> de. U c. omúnz o dU de!.> c.a.ytJ.J o Ij toJ.J vatoILe!.> Ij 
lLe.plLe!.> e.ntan tM plLe!.>-tO ne!.> d-<..M.t6LLc.M. 

o 5 70 75 20 

66 
68 
70 
72 
74 

7 
3 
O 
7 
3 

2 
2 
7 
2 
7 

O 
7 
O 
7 
2 

7 
O 
7 
2 
7 

2 
7 
2 
7 
2 

a) cateu1.a.IL ta lLe.cta de. lLe.glLe!.>-t6n de. ta Ij -60blLe. ta x. 
b) Catc.u1.a.IL ta lLe.cta de. lLe.glLe!.>-t6n de. w x -60 blLe. ta Ij. 
c. ) Catc.u1.a.IL U C. oe. Mu e. nte. de. c.olLILuau6n LLn e.at Ij e!.> .tu.d-<..a.IL ta de.pe.!!:. 

de.nua qu.e. e.W.te. e.n.tILe. tM doJ.J vM-<..abte!.>. 

s O L U e ION: 

u -2 -1 
x 

u 
y ~ o 5 

-2 66 

-1 68 

O 70 

1 72 

2 74 

f 
x 

f u x x 

f u2 
x x 

f uxu y 

1[4 2[4 

3[6 2 12 

- lro 

11:2 21-"2 

3r¡ 1¡:-2 

8 8 

-16 -8 

32 8 

J-4 2 

o 

10 

-

1 o 

-

1 o 

2 o 

4 

O 

O 

O 

1 

15 

1 12 

-

1 ro 

2 rz. 

1 f2 

5 

5 

5 

2 

2 

20 

2 ]-8 

1 1-2 

2 ro 

1 i2 

2 le 

8 

16 

32 

O 

f 
Y 

6 

7 

4 

7 

9 

33 

-3 

77 

O 

f u I f u 2 fu u 
Y Y Y Y x Y 

-12 24 -2 

- 7 7 6 

O O O 

7 7 O 

18 36 -4 

6 74 O 

s + e u 10 + 5 ;~ 9,5 
y - y ~ (x - xl x x 

2 6 
s 7 4O + 33 = 70,72x 

• 


http:c.u1.a.IL
http:Catc.u1.a.IL
http:cateu1.a.IL
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= - 0,66. 

Recta de 

y - 70,72 

Recta de 

x - 9,5 

2 
s 

x 

2 
s 

y 

s 
xy 

a) regresión de y sobre x: 

-0,66 
= (x - 9,5) ; Y =-0,003 x + 70,7

229 

b) regresión de x sobre y: 

-0,66(35,3 y-70, 72) x =-0,02 Y + 10,8. 

c) Coeficiente de correlación lineal: 

s 
r _ xy - 0,66 

- 0,007. 
--~ ~229.3S,3,,"'x "'y 

Al ser r muy próximo a cero, se puede afirmar que las variables 

x e y estan practicamente incorreladas, es decir se trata de un 

caso de independencia aleatoria. 

******************** 

5.10 La tab,fa adjunta muutJta.ta dA./.JtJU.buuón de. 113 ,¿ncüv,¿­
duo-6 vaJwne.-6, donde. x,¿ lle.plle.-6 e.nta e.,f peJúme.tJz.o toMUC.O e.n cm6. e. Ij. 
lle.pIlUe.n:ta e.,f puo e.n kgM. ,(. 

al catc.u.tM.ta Ile.c.ta de. lle.gllu,¿6n de. puo -60blle. peJúme.tJz.o to~ 
Uc.o. 

b) Ca.tc.u.tM.ta Ile.c.ta de. lle.glle.-6,¿6n de. peJúme.tJz.o toMUC.O -60blle. 
pe.-6 o. 

c.) E-6,t,lrnM que. puo c.oJz.Jz.e.-6ponde.lLfi a un '¿ncüv'¿c.uo que. m,i.de. 105 
cm6 de. peJúme.tJz.o tOM.Uc.o. 

d) E-6,t,lrnM que. peJúme.tJz.o toMUC.O c.oJz.Jz.uponde.lLfi a W1 úlcüv,¿duo 
que. pe.-6a 91 kgM. 

e.) Ca.tC.u.tM e.,f c.oe.Mue.nte. de. c.oJz.Jz.e.,fau6n .t,¿ne.at Ij anruzM e.,f 
tipo de. de.pe.nde.nua que. e.wte. e.ntJz.e. ambM va/l.'¿ab.tu. 

http:va/l.'�ab.tu
http:Ca.tC.u.tM
http:nc�v'�c.uo
http:Ile.c.ta
http:Ca.tc.u.tM.ta
http:Ile.c.ta
http:catc.u.tM.ta
http:muutJta.ta
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<75 75-79 80-84 85-89 90-94 95-100 >100 

55-59 1 3 

60-64 1 2 7 1 1 

65-69 2 4 8 6 4 

70-74 5 13 10 .11 
> 75 7 12 15 

s O L U e ION: 

u -3 -2 -1 o 1 2 3 
x 

f f u f u 2 fu u 
u 

y ~ < 75 75-79 80-84 85-89 90-94 95-100 >100 Y Y Y Y Y x Y 

-2 55-59 

-1 60-64 

o 65-69 

1 70-74 

2 > 75 

f 
x 

f u 
x x 

f u2 

x x 

f u u 
x y 

1 
G 

1 

-3 

9 

6 

3 
G 

1 2 7 1 
2 2 o -1 

2 4 8 
o o o 

5 13 
o 13 

7 
14 

1 7 16 29 

-2 -7 O 29 

4 7 O 29 

2 8 O 26 

6 
o 

10 
20 

12 
48 

28 

56 

112 

68 

4 -8 16 12 

1 12 -12 12 o 
-3 

4 24 o o o 
o 

11 39 39 39 66 
33 

15 34 68 136 152 
9J 

31 113 87 203 230 

93 166 

279 440 

120 230 

x = x 
o 

2 
s 

x 

2 
s 

y 

s 
xy 

87 
5 113 = 70,85. 

43,4. 

30. 

5 5(230 _ 166.87)=22 6. 
. 113 113.11~ , 
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a) Recta de regresión de peso sobre perímetro torácico, es decir de 

y sobre x. 

22,6(
Y - 70,85 = 43,4 x - 94,35); y 0,52 + 21,71 

b) Recta de regresión de perímetro sobre peso, es decir de x sobre y 

x - 94,35 = 2~~6 (y - 70,85); x = 0,75 Y + 40,97 

c) Peso íy) que corresponde a 105 cms de perímetro torácico: 

sustituyendo en [1] resulta: y = 0,52.105 + 21,71 = 76,3 . Kgrs. 

d) Perímetro torácico (x) que corresponde a 91 Kgrs. 

Sustituyendo en [2] resulta: x = 0,75.91 + 40,97 109,2 cms. 

e) El coeficiente de correlación lineal, es la media geom~trica de 

los coeficientes de regresión lineal. Es decir: 

Luego las dos 

r = ~O, 52 .0, 75 = 0,62 o tarnbi~n, 

s 
xy 22,6 

r - --- 0,62 
-~ ~43, 4.30 
~-x-y 

variables están en dependencia aleatoria. 

******************* 
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• 




6 - ESTIMACION DE 

PARAMETROS 

1. INTRODUCCION 

En la teoría del muestreo obtenemos información acerca de mues 

tras extra idas de poblaciones conocidas, sin embargo, prácticamente 

es más interesante ~n6~ información sobre una población basándo­

nos en la información contenida en una muestra. Puesto que las pobl~ 

ciones que hemos estudiado, binomial, Poisson, normal, etc, quedan 

determinadas por sus parámetros, podemos hacer inferencias sobre la 

población haciendo inferencias acerca de sus parámetros. 

Consideraremos dos métodos para hacer inferencia, que son los 

siguientes: 

- Estimación 

- Contraste de hipótesis 

Cuando en una población desconocemos el valor de un parámetro 

y tomamos el valor que nos proporciona un estadístico para una mues 

tra de esa población,como valor aproximado de dicho parámetro, es­

tamos ante un problema de inferencia de la categoría de la estima­

ción. Así por ejemplo, si en una población desconocem05 su media y 

tomamos como valor de ese parámetro el que nos da el estadístico me 

dia muestral para una muestra particular, estamos ante un problema 

de estimación. 

Cuando real izamos la estimación de un parámetro, es muy útil 

obtener una medida del posible error de esa estimación~ o sea, señ~ 

lar un intervalo de valores dentro del cual se tiene la confianza 

de que se encuentre el parámetro estimado. 
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Cuando por el contrario hacemos alguna afirmación sobre una p~ 

blación, sobre su forma o sobre el valor númerico de sus parámetros 

que contrastaremos mediante una muestra aleatoria extraida de la p~ 

blación, entonces estamos real izando inferencias de la categoría del 

contraste de hipótesis. 

2. DEFINICIONES 

2.1 	 ESTIMADOR.- Se l lama eh~adon a una función de las observacio 

nes muestrales, es decir, un estadístico que nos pérmite obte­

ner un valor aproximado de alguna característica de la pobla ­

ción. Por tanto, es una variable aleatoria en el muestreo, que 

tendrá su correspondiente función de distribución y ley de pr~ 

babil idad. 

2.2 	 ESTIMACION.- Llamaremos eh~a~6n, al valor del estimador pa­

ra una muestra particular. Por tanto, es un número. 

2.3 	 ESTIMADOR POR PUNTO.-Llamaremos eh~adon pon pu~to a una fun­

ción de una muestra extra ida de una población, que nos permitl 

rá obtener "un valor" aproximado de algún parámetro de esa po­

blación. Por tanto es una variable aleatoria que tiene su dis­

tribución en el muestreo. 

2.4 	 ESTIMACION PUNTUAL.- Es el valor númerico que toma el estimador 

puntual para una muestra particular. 

2.5 	 ESTIMADOR POR INTERVALO.- Llamaremos eh~adon pon ~ntenvalo a 

dos funciones de la muestra aleatoria que nos permiten obtener 

los dos límites inferior y superior de dicho intervalo. 

2.6 	 ESTIMACION POR INTERVALO.-Son los valores que toma el estimador 

por intervalo para una muestra particular. 

2.7 	 COEFICIENTE DE CONFIANZA.-Se llama coe6~~ente de con6~anza a 

la probabil idad de que un estimador por intervalo cubra el ver 

dadero valor del parámetro que se pretende estimar. Fijado un 

valor, por ejemplo 0,95 , como coeficiente de confianza para 
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una muestra particular, obtendremos un intervalo de confianza 

que puede o no cubrir el valor del parámetro a estimar. Para 

muestras sucesivas, obtendriamos otros intervalos de confianza 

y si hicieramos una larga serie de determinaciones de estos i~ 

tervalos, se cumpl iría que el 95% de los mismos cubririan el 

valor del parámetro a estimar. 

En la práctica, suele fijarse como coeficiente de con­

fianza 1 - a = 0,95; 1 - a = 0,99; 1 - a = 0,999, según 

el grado de precisión que se desee. 

2.8 	 BONDAD DE UN ESTIMADOR PUNTUAL.-Esta claro, que 10 ideal ser.ía 

que' los valores de un estimador para las distintas muestras nos 

dieran un valor exacto del parámetro a estimar. Ahora bien, en 

general esto no es posible por lo que deberemos exigir a estos 

estimadores que cumplan ciertas condiciones. 

Los criterios para medir la bondad de un estimador pu~ 

tual son los siguientes: 

1°) Que sea ~~ehgado, es decir, que su media coincida 

con el valor del parámetro a estimar. 

2°) Que sea e6~~ente, es decir, que siendo insesgado, 

su varianza sea mínima. 

2.9 	 BONDAD DE UN ESTIMADOR POR INTERVALO.- La bondad de un eh~a­

do~ po~ ~nt~vaio viene dada por la mayor o menor longitud del 

intervalo para un nivel de confianza dado. 

3. 	 ESTIMADORES POR PUNTO MAS USUALES 

A continuación vamos a dar una serie de funciones de una mues 

tra aleatoria extra ida de la población, que nos permitirán obtener 

un valor aproximado de los parámetros de las distribuciones que he­

mos estudiado en los capítulos anteriores. 

3.1 	 ESTIMADOR DEL PARAMETRO P DE UNA DISTRIBUCION BINOMIAL.- Repr~ 

sentaremos el estimador de p por p, del mismo modo haremos p~ 

ra los demás estimadores. 

Si en una muestra aleatoria de tamaño n, se ha presen­

tado r veces un suceso dado, entonces A p = n r 

• 
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Por tanto, el estimador que tomamos de p es la frecuen 

cia relativa del suceso favorable. 

3.2 	 ESTIMADOR DEL PARAMETRO A DE UNA DISTRIBUCION DE POISSON.-El 

estimador del parámetro A de una distribución de Poisson, que 
" 

representaremos por A,es la media aritmética de la la variable 
n 

aleatoria X en la muestra. x. 
• 	 1" ~ Es decir: x = 1= 


n 


Esto equivale a estimar la media poblacional a partir 

de la media muestral. 

3.3 	 ESTIMADOR DEL PARAMETRO W DE UNA DISTRIBUCION NORMAL.- Sea X 

una variable aleatoria que sigue una distribución N(W, o) y 

queremos encontrar un estimador para la media poblacional ~. 

Como vimos al estudiar la distribución normal, este es 

timador será la media muestral. 

Es decir: o = x 

3.4 	 ESTIMADOR DEL PARAMETRO 0 
2 DE UNA DISTRIBUCION NORMAL.-Análog~ 

mente a lo visto en el apartado anterior, sea X una variable 

aleatoriaque sigue una distribución N(W , o). El estimador de 

será: " 2 	 2t.
S =_1 (x. - XI 
n-l I = 1 

I 

"2 
A s 	 , se le conoce con el nombre de e~iv~anza mu~ 

En resumen: Cwmdo n ~ gltande., eualqMe.Jta que. I.'>e.a -ea -ee.1j de. 

pltobabilidad de. lct v~able. X, :tomaJte.mol.'> eomo ~;U.madolt de. la 

me.dia po b-eauonal -ea me.dia mu~ttLal Ij eomo uwrudOlC. de. -ea va 

!UanZCt pob-eauonal -ea eUMiv((!U((nZC1 mu~VLal. 

Todol.'> utOl.'> ~:túYladoltu I.'>on iMugadol.'> Ij de. v~((nZ(( ttú:iÜm((. 

4 . 	 DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE ESTOS ESTIMADORES 

Un estimador es una función de la variable aleatoria n-dimensio 
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nal. Está claro, por tanto, que para cada muestra el estimador 

tomará un valor númerico,y si consideramos todas las posibles 

muestras que podemos extraer de la población, obtendremos un 

conjunto de valores del estimador que seguirá una determinada 

distribución; a esta distribución se la llama ~~buei6n mueh 

:tJta.l O ~~buei6n e.n e.t mUehtJte.o. 

4.1 	 DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE p.- Supuesto que el tamaño de 

la muestra n es "suficientemente grande", y que p no se acerca 
• A 

a O ni a " entonces el estimador p se aproxima a una distri ­

bución N (p ,~p(~-p)). A 

P - PTipificando la variable, se tiene que z se apr~ 

xi ma 	 a una di s tri buc ión N(O , 1) ~P(l~P) 

Ahora bien si n no es grande o si p se acerca a O ó a 

" entonces deberemos calcular mediante la distribución binomial 

la probabil idad de la composición particular de cada muestra . 
A 

4.2 	 DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE A .- El estimador Ade la media 

de la distribución de Poisson, sigue otra distribución de Pois 

son de parámetro A. 

4.3 	 DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE Q.- Si ~ es el estimador de la 

media de una distribución N()J , o), su distribución en el 

muestreo es: N ()J, allñ). 

- Si o es conocida, la variable tipificada Z = ~;~ 
se distribuye segun una ley N(O , 1) cualquiera que sea el 

tamaño n de la muestra. 

Si o es desconocida, la estimaremos mediante la cuasivarian 
~ 2 1 ¿ 2zamuestral: s -, (x . -X).

n- I 

2
Si conocemos la varianza de la muestra s , tenemos que: 

~ 2 n 2 
s sn-l 
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)J - )JLa expresión 	 obedece a una distribución 
~/1ñde Student con n-l grados de 1ibertad. 

Como ya vimos al estudiar la distribución t de Student, 

si n es grande la expresión anterior se aproxima a una distri 

bución N(O , 1) 
A A 

4.4 	 DISTRIBUCION EN EL MUESTREO DE S2.- Sea S2 el estimador que 

hemos construido para la varianza de una distribución N()J , o). 

Según vimos en el apartado 3.8 laAexpresión: 

(n - 1) S2 

20 

se distribuye según una x2 con (n - 1) grados de libertad. 

5 _ 	 DISTRIBUCIONES ASOCIADAS AL ESTUDIO DE OOS POBLACIO­

NES NORMALES INDEPENDIENTES 

5.1 	 DISTRIBUCION DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS DE MUESTRAS DE DOS PO­
BLACIONES NORMALES INDEPENDIENTES CON DESVIACIONES TIPICAS 
CONOCIDAS.- Sean Xl una variable aleatoria que sigue una 

distribución N()JI ' 0l)y X2 otra variable aleatoria que sigue 

una distribución N()J2' 02) e independiente con Xl. Elegimos 

una muestra aleatoria simple de tamaño nI de Xl y otra muestra 

aleatoria simple de tamaño n de X
2

.2 
La distribución que sigue la diferencia de medias x -x

l 2 
siendo xl y x2 las medias muestrales es: 

Z 

Tipificando 

(xl - x ) 
2 

t~ + 
nI 

la variable, 

()JI - )J )
2 

0 2 
2- ­

n2 

tendremos 

sigue una 

que 

N(O , 1) 

5.2 DISTRIBUCION DE LA DIFERENCIA 

NES TIPICAS DESCONOCIDAS. 

DE MEDIAS EN EL CASO DE DESVIACIO­

lO 
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5.2.1 MUESTRAS DE TAMA~O GRANDE.- En las mismas condiciones del 

apa rtado anterior, si nI y n son suficientemente grandes2 
y Y desconocidas, las estimaremos a partir°1 A°2

A
de y con 10 que la expresión,sI s2' 

sigue aproximadamente(xl - x ) 
2

Z 
A2 

una N(O , 1) . 
+ 

nI 

sI 

5.2.2 MUESTRAS DE TAMA~O PEQUE~O. 

5.2.2.1 	 Desviaciones típicas desconocidas pero iguales 

Es decir: 

En este caso obtendremos una buena estimación 

de 0 
2 a partir de la media aritmetica pondera­

da de las estimaciones y 

(n -1) s~ + (n -1) s~
2 l 2

s 
nI + n - 22 

y entonces se tiene que la expresión: 

sigue una distribución de Student con nI + n - 2
2 

grados de 1ibertad. 

5.2.2.2 	 Desviaciones típicas desconocidas y distintas 

0 2 a2Estimamos y A2 A21 2 por sI y s2 respec­

tivamente) entonces la expresión, 

nI 	

sigue aproximada­

+ 
n2 

mente una distribución de Student con f grados 
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de 1ibertad, donde f es la ap~o~aci6n de Weleh, que 

se define del siguiente modo: 

f 2 

tomando para el valor de f el entero más próximo. 

5.3 	 DISTRIBUCION DE LA RAZON DE VARIANZAS.- La variable aleatoria 

definida por la expresión: 

"2 / 02
s2 2 

sigue una F de Snedecor con (n -1) , (n -1) grados de libertad.l 2

6. 	 CONSTRUCCION DE INTERVALOS DE CONFIANZA 

Ya hemos visto, que un estimador es una función de las observaciones 

de la muestra que nos p€rmite obtener un valor aproximado de alguna 

característica de la población. 

El problema ahora, consiste en dar una medida de la 

aproximación de la estimación efectuada, razón por la que acabamos de · 

estudiar la distribución en el muestreo de estos estimadores. 

Así por ejemplo, si X es una variable aleatoria que si ­

gue una distribución N(~ , o) y sea x l ,x ' ... ,x una muestra aleato­2 n 
ria ' simple de tamaño n, sabemos que x es un e.stimador para la media 

~ . Tambi€n hemos visto que x es una variable que sigue una distri ­

bución en el muestreo N(~ , o/m) . Al tipificar la variable ten­

dremos que 
x ~ z = sigue una N(O , 1) 

O / Ir. 

Si representamos por z~/2' el valor de la abcisa de 

una distribución N(O, 1) que deja a su derecha a /2 de area, sien 

• 
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do 1 - o. lo que hemos llamado coeficiente de confianza, tendremos 

que: 
x - 11 

p < < 1 - o.[ -za/2 077ñ za/2 ] 

De aqui obtenemos: 

a a 
p [ x - zo./2 < 11 < x + Zo./2 ] = 1 - a 

In In 

Lo cual significa, que el intervalo 
a(x -
In

Zo./2 

cubre el valor de 11 con una probabil idad de 1 - 0.. 

Si en este momento tomamos una muestra particular que 

nos da para x un valor x, diremos que 

( x -oZa/2 a 
o In 

es un '¿ntvtva.1o de c.oYlMaYlza. 


Este intervalo cubrirá o no el valor de ¡J , p'eTo ya no tiene ningún 


sentido decir que hay una probabilidad de 1 - o: de que lo cubra. 


Otros estimadores seguirán distribuciones diferentes 

de la normal, por lo que representaremos por: 

t - El valor de la abcisa de una distribución de Student0./2, n . 
con n grados de 1 ibertad que deja a su derecha 0./2 

de area. 

X~/2, n-El valor de la abcisa de una distribución X2 con n 

grados de 1 ibertad que deja a su derecha 0./2 de 

arca. 

F - El valor de la abcisa de una distribución F de 
0./2, nI' n 2 

Snede~or con nI' n grados de 1 ibertad que deja
2 

a su derecha 0./2 de area. 

6.1 INTEF\VALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA 11 DE UNA POBLACION NORMAL 

6. 1 . 1 a conoc ida. 

http:ntvtva.1o
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x - jJ
Ya vimos en 4.3 que sigue una N(O ,1). 

o/m 
Si el coeficiente de confianza es 1 - a . tendremos: 

x- ¡.¡ J=1- 0.P -Z o. /2 < o/In < za/2[ 

~ < )l <p [ x - za /2 m 

que 00' do el ¡oteevo lo bu,codo, I ~ (x :¡ ~)
6.1.2 	 o desconocida. 

x - jJ
Cuando O era desconocida vimos que - sigue

s/muna distribución de Student con 


n - 1 grados de libertad, pero sin es grande se apro­


xima a una N(O , 1) 


6.1.2.1 Muestras grandes Es decir para n > 30, tendremos: 

1-a 

1 - a< '0/2 ] = 

de donde deducimos: 

'" 3_ < jJ 	 1 - ap [ x~ ' 0/2 In < x + za.'2 ~] 
con lo cual el intervalo buscado será: 

~(x +I za/2 ~) 
6. 1. 2.2 Muestras pequeñas.- Es decir 

x - jJ[-ta /2, n-l < t 
a /2,p 	 < 

s /m 
de donde deducimos: 

p [ x ~ t o/ 2 • o~ 1 1< " < x+ t ~n]= 	1-aa/2, n -1 .n 

con lo cual el intervalo buscado será: 

I to/ 2 •~ (x :¡ 0~1 ~) 

n < 30, entonces 
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6.2 	 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA VARIANZA 02 DE UNA POBLACION NOR­

MAL.- Vimos en 4.4 que la expresión: 

(n 	 - 1) S2 
20 

sigue una distribución X2 con n-l grados de libertad. 

Entonces, tendremos que: 

[X2 <p 
1- ~ 	 n-l 

2 ' 

de donde deducimos: 

(n-l) S2 (n-l )S2 
< 0 2 < 1 - a 

p [ 2 2
X	 X ]
~ n-l 1- ~ n-l
2 ' 2 ' 


con lo que el intervalo buscado será: 


1 - a 

6.3 	 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DESVIACION TIPICA ° DE UNA POBLA­

CION NORMAL.­

Como consecuenciu del apartado anterior, será: 

6.4 	 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS W - W1 	 2 
DE DOS 	 POBI .ACIONES NORMALES.­

6.4.1 	 Desviaciones típicas conocidas.- Supongamos que tenemos 

dos poblaciones que siguen distribuciones N(W, , o ,) y 

N(W 2 ' O2), con vI y 02 conocidas. Vimos es 5.1 que la 

a
2' n-l 

(n-l )S2 ) 

1­ a n-l
2' 

• 
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expresión: 

Por tanto, tendremos: 

1 - Ct< za /2 ] 

de donde se deduce: 

= 1 - Ct . 


Con lo que el intervalo buscado será: 


+ 

6.4.2 Desviaciones típicas desconocidas. 

6.4.2.1. Muestras de tamaño grande 

se aproxima a 

una N(O , 1). 

luego: 

[-y (x1-x2)-(~1-~2) 
< z ] 1 - Ct 

p A2 A2 Ct 
sl s2 2" 
-+ 
n n1 2 

de donde deducimos: 

• 
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p [ex -x )- Z1 2 a 
2 

Con lo que el intervalo buscado será: 

= ((X1-X2 ) .; za 
2" 

6.4.2.2 Muestras pequeAas. 

6.4.2.2 . 1 Desviaciones tipicas desconocidas pero iguales . 

0 1 = 02· En 5.2.2.1, vimos que la expresión; 

sigue una distribuc ión t de Student 

con n + n - 2 grados de 1 i bertad. Entonces: 
1 2 

(X
1
-X2 )-(1l 1- 1l2 ) 

p <[-tI' n 1+n 2 -2 
s ~ ~ + n2 

= 1 - a . De donde se deduce : 

1 - a 

Con l o que el interval o buscado será: 

= (ex -x )1 2 
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6.4.2.2.2 Desvia¿iones tipicas distintas y desconocidas. 

En 5.2.2.2 vimos que la expresión: 

sigue aproximadamente una distribución t de Student 


con f grados de 1ibertad, siendo f la aproximación de 


Welch vista en 5.2.2.2. 


Entonces: 


( X -X ) - ()11-)12) 
p < 1 2 < t 1 - a 

A2 A2 ~,[-t~ 	 s2f
2 ' "1 	 2

-+ Jn n
1 2 


de donde se deduce: 


< )1 -)1 < (x -x )+t 
1 2 	 1 2 ~f 

2 ' 

1 - a 

con 10 que el interva 'lo buscado será: 

I 	 t= ((X -x ) :;
1 2 	 a 

2' f 

6.5 	 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA RAZON DE VARIANZAS DE DOS POBLA­

CIONES NORMALES.- En 5.3, vimos que la expresión 

sigue una distribución F de Snedecor con n,-I,n -' grados de 1 i 2 

• 
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bertad. A2/ 0 2 
1Entonces 	 < < 1 - aP[ 	 sl 

Fr. n,-,.n -,]1- I,n -l,n -1 A2/ 0 2 
52l 2 2 2

de donde se deduce; 

A2 2 	 A2
0Sl 	 sl1< < 	 1 - a[F ,p A2 2 F 	 A2 

s2 0 2 l- a s2 ]~,nl-l ,n2-1 	 2,n l -l,n2-1 

Con lo que el intervalo buscado será: 

=( ) 
6.6 INTERVALO DE CONFIANZA PARA EL PARAMETRO P DE UNA DISTRIBUCION 

BINOMIAL.-	 En 4.1, vimos que la expresión: 


p - p 


Entonces p - p 

se aproxima a una distribución N(O , 1) para n grande y p no 

< z = 1 - ('J, 
a 
2" ]

de donde se deduce: 

p [ p - Z a Jp ( l - p ) < p < p + Z ~]= ,-on	 a 
2" 	 2" 

Si la muestra es grande, tomaremos 

como valor estimado muy aproximado = +
(p
de p, ~. Con 10 que 	el intervalo será: 

En el caso de que no se cumplan las condiciones anteriores, se 

han desarrollado diversos métodos gráficos y analíticos p~ra 
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calcular el intervalo de confianza de p. 

Acontinuación damos un intervalo de confianza para p: 

(r+l)F~,2(r+1),2(n_r) ) 

I = r + (n - r+ 1) ; , "7(-n-_-r)r-+-(r"r-+-=l"')-=F-----­
( ~, 2(n-r+1) ,2r 	 ~,2(r+1) ,2(n-r) 

6.7 	 INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA ENTRE LOS PARAMETROS 

Pl y P2 DE DOS DISTRIBUCIONES BINOMIALES.- En las mismas condi 

ciones del apartado anterior, es decir, si los tamaños de las 

muestras n1 y n son grandes y P Y P son los valures esti ­2 1 2 
mados de Pl y P2 respectivamente, entonces el intervalo de con 

fianza será: 

Pl (1-P 1) 
" (I-P,) )I = 1 2 z 

a. n 
+ 

n(re -~ )+ 
2"2 1 

****************** 

PROBLEJ1AS RESlIELTOS 

6.1 Se. !.>MPe.eha que. el. númeJw de. uYÚdade.!.> que. c.o~e.ne. c.ada 
doJ.¡~ de. lLYl me.cUc.ame.nx.o, no Ue.gan a fM 70.000 que. J.¡ e. ,(y¡cUc.an e.n el. 
e.nvMe.. Ef fabonato~o que. fo bab~c.a ab~a que. el. c.onx.e.YÚdo me.cUo 
de. fa dQJ.¡~ e.!.> de. 7O. 000 uYÚdade.!.>. Palta c.omplto baJzJ:.o tomamoJ.¡ al azalt 
700 d06~ lj de..teJUni.namQJ.¡ el. núme.!to de. uYÚdade.!.> de. c.ada lLYla obte.YÚe.n 
do de. me.cUa 9. 940 wu.dade.!.> lj de. de.!.> v-iau6n :Up-ic.a 7'Z O uYÚdade.!.>. ­

S-i J.¡upone.mQJ.¡ que. fa ~;tJUbuu6n del. núme.!to de. doJ.¡~ e.n 
fa pobfau6n e.!.> noltmal, ¿~ué pode.moJ.¡ de.c.-l!t ac.e.!tc.a de. fa ab~auón 
del. faboJta.to~o palta un YÚvel. de. c.onb-ianza del. 99%? 

s O L U e ION: 

El intervalo de confianza para la media ~ de una población normal de 

a desconocida y para muestras grandes, viene dado por la siguiente 

expresión: 

z~ :n) 

http:y�cUc.an
http:c.o~e.ne
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donde x 9940; a 0,01 ; z 2,57; n = 100 
a 
2 

S podemos suponerlo igual a s para valores grandes de n, es decir 

para valores de n >30. Por tanto s s = 120. 

Sustituyendo estos datos en la expresión del intervalo, tendremos, 

(9909,16 9970,84) 

Como 10000 no queda comprendido dentro del intervalo, podemos ase­

gurar con un nivel de confianza del 99%, que la afirmación del labo 

ratorio es falsa. 

******************** 

6.2 Qu~emo~ ~ono~~~~on un nivel de ~on6~anza del 95%,e~e 
que valolLe;., explLe;.,adM en dúu., e;.,taJtá ~omplLen~da .ea pelLmanenua me­
~a de .eo~ en6e1LmM en un glLan ho~pilal. Paila U!o tomamM una mue;.,­
.tila al aZM de 300 en6elLmo~ Ij anotamo~ el n<im~o de ~M de pelLmanen 
ua de ~ada uno de U!o~. Cal~u.eada.ea me~a Ij .ea de;.,v~auón ~p~~a­
de .ea mue;.,.tILa ~ e obtuvo 8 Ij 12 ~M 1Le;., pe~vamen.te. 

s O L U e ION: 

Los límites de confianza de la permanencia media de los enfermos en 

el hospital vienen dados por: - - s ) x + za -­( - Iñ 
2 

donde x = 8 dias; '" s 12 dias; n = 300; a 0,05 

za/2 = 1,96. 

Sustituyendo en la expresión anterior, resulta: 

(6,64 9,36) 

Luego la permanencia media de los enfermos de un gran hospital esta 

rá comprendida entre esos dias en el 95% de los casos. 

******************** 

6.3 Se a6-úuna que .ea e;.,tatUILa me~a de .eM p~onM aduUM 
de una dU~nada lLeg~ón e;., de 1,80 me.tILM. QuelLemo~ ten~ una ~o~ 
6~nza del 99% en Mb~ Ú .ea a6~auón an.te~iOlL e;., ~OMeua o ~'W 
nea. PMa U!o tomamM W1.a mue;.,.tJr.a al aZM de 1 00 p~OI1M aduUM 
a .eM que. mecümM ~M aLtUILa, obteniendo de me~a 1, 78 mebLo~ Ij de 
de;., v~auóvt :t[p~~a O, 1O m~tlLM. SUpOl1emM que .ea v~ab.ee obj Uo de 
e;.,tu~o e;., nOJ¡mal. 

http:pe~vamen.te
http:Cal~u.eada.ea
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s O L U e ION: 

(
El intervalo de confianza para la media de una población normal con 

o desconocida y n grande, viene dado por la siguiente expresión: 

(;z ¡ z --s ) 
~rn 

donde x = 1,78; 
A 

S = 	0,10; n = 100; a = 0,01; z 2,57a 
sustituyendo en la expresión anterior, resulta: '2 

(1 ,754 1 ,806) 

Por estar 1,80 comprendido dentro del intervalo, admitiremos la afir 

mación propuesta. 

******************** 

6.4 Se qui~e pnob~ ta e6e~v~dad de un a~énn~co en ne­
duUn ,fa .:tempeJta.tuM. Pa.M.. elto -6 e .:tom6 ta .:tempeJta.tuM de 10 YÚñO-6 
de 4. año-6 de edad a6ec.:tado-6 de g~pe, an.:te-6 lj de-6puv., de habente-6 ­
-6~YÚ-6Vw..do e,t'. a~Vr.mlco lj -6e ob.:tuv~~on ,f!M úguien.:te-6 neducu~ 
ne-6 de .:tempeJta.tuM: 1 , 2jI, 7jI, 6jI, 7i 1j 1j 1j 2, 6 j 3; 1. 

Supoyúendo que ta v~abte neducu6n de .:tempeJta.tuM e-6 
nOflmat, hillaJt un ~n.:t~vato de conManza de.t 95% p~a ,fa me~a. 

s O L U e ION: 

El intervalo de confianza para la media de una población normal c~p 

o 	 desconocida y muestra pequeña, viene dado por la expresión: 

(;z ¡ t a ~)2' n-1 

donde x = 1,58; 5=0,71; a = 0,05; t 2,262.
a/2, n-1 

Sustituyendo en la expresión anterior, resulta: 

(1 ,07 2,09) 

Por tanto, el antitérmico es efectivo en la reducción de la temper~ 

tura al nivel del 95%. 

******************** 

6.5 Lna mUe-6Vw.. de 20 ug~O-6 de una Uen.:ta m~ca, Mn 
pnobado-6 pa.M.. e-6.:tu~~ e.t con.:teYÚdo de atq~an, ob.:teYÚendo una me­
~a de 22 mtg. lj una de-6v~auón ;t[p~ca de 4 mtg. 
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Eneo~ un {nt~vato d~ eon6{anza det 95% pana la m~­
Ma d~ la v~bl~ d~ Jtv..puv..ta et~Mda, -6UpoM~ndo qu~ la cf..,(/.)tJUbu 
u6n d~ Meha v~bl~ ~n la poblau6n v.. nOJtmat. 

s O L ti e ION: 

El intervalo de confianza para la media de una población normal con 

o desconocida y muestra pequeña viene dado por la expresión: 

(;; ¡ 


donde x = 22; 0,05; t 
aj2, n-l 2,093; s -~n~1 s -~ 4 

= 4,1. 

Sustituyendo en la expresión anterior, resulta: 

(20,08 23,92) 

******************** 

6.6 En la tabla adjunta -6~ Jt~pJtv..~ntan lO-6 vatoJtv.. det pH, 

d~ una -60luu6n ~n 10 dúeJzmi.nauonv.. M6~~ntv..: 

6,80; 6,78; 6,77;, 6,80: 6,78;, 6,80;, 6,82;- 6,81; 6,8q; 

6,79. 


SupoM~ndo nOJtmat la cf..,(/.)tJUbuu6n d~ la poblau6n d~ to­
dM lM dúeJzmi.nauonv.. det pH d~ v..a -60fuu6nJ ~Yl-eo~ un {nt~va 
lo d~ eon6{anza at 95% pana la v~nza pobtauonat. 

s O L U e ION: 

El intervalo de confianza para la varianza poblacional viene dado por; 

(n-l)s2 (n-l)s2 ) 

X2 X2 

( a 
1- !! n-l2' n-l 2' 

donde x = 6,795; s2 227,77; n = 10; a = 0,05; 

2 219,0; = 2,70.X aj2, n-l X
1- !!, n-1 

2 

Sustituyendo estos valores en la expresión anterior, resulta: 

(107,89 759,26) 

******************** 
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6.7 LM edade.-6 en que -6 e pJtoduce .ea muV1-te, paJta una mue.-6Vta 
a.teato~ de 19 ~n~v~duo-6 6a.t.te~do-6 de tubeJtcu..to-6~ dan una me~a 
de 50 año-6 y una de.-6v~a~6n ~p~ca mue.-6tJta.t de 6 año-6. Suponiendo -
noJtma.t .ea ~~bu~6n, -6e p~de: 

al E-6~a~one.-6 pOJt puntO-6 no -6e.-6gado-6 de .ea me~a y .ea v~anza. 


bl Ha.t.taJt un ~nteJtva.to de conMo.nza paJta -.ea me~a a.t nive.€. de.€. 

99%. 


c) Ha.t.taJt un ~nteJtva.to de conMan2a de.€. 99~ paJta l a de.-6v~a~6n 

~p~ca. 


s O L U e ION: 

a) Sabemos que el estimador insesgado de la media poblacional es 

la media muestral PO;r: tanto x 50. 

Un estimador insesgado para 	la varianza poblacional es 

"2la cuasivarianza muestral, luego s = --n s2= 19 
36 = 38.

n-l 18 

b) El intervalo de confianza para la media de una población normal 

a desconocida y muestra pequeña, viene dado por: 

+ t ex (
2' n-l 

donde ex = 0,01; t 2,878.ex¡2, n-l 
Sustituyendo estos valores en la expresión anterior, resulta: 1 

(45,93 54,07) I 
c) El intervalo de confianza para a viene dado por la expresión: 

( (n-l) s 2 (n_~)s2 ) 

1- - n-l2' n-l 2 ' 

donde ex 0,01; 2 37,156;X ex¡2, n-l 
2X ex 
1- 2' n-l = 6,265. 

Sustituyendo estos valores en la expresión anterior, resulta: 

(4,29 10,45) 

******************** 

http:nteJtva.to
http:nteJtva.to
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6.8 En un IYlJ.J:tü:.u.to de Inve!.Jtigauone!.J VeJm1aJ:ol6g-iC.CM .6e e!.J 
tá inve!.Jtigando una a6ec.u6n c.utanea de tipo c.anc.~geno. Se ~gen-
20 !!.atCM de una mÚlma /taza aleaJ:oJUamente Ij .6e le!.J plLOVOc.a el c.anc.Vt 
u.tado¡ a c.on-Unuau6n .6e le!.J 6~ota c.on un medic.amento. Se ~ge c.o­
mo vaJUable de ~e!.Jpue!.Jta, el númVto de ho~ que tMda el c.anc.Vt en 
de!.JapMec.Vt. Se obtuviVton. ÚJ.6 .6igMente!.J ~e!.JuLtado.6: 

X = 10 ho~ Ij .6 = 101 hMCM 
Se admite que la vaJUable de ~e!.Jpue!.Jta .6igue una di.6tJU­

buu6n no~al. Se pide: 
al CalC.uR.M el intVtvalo de c.onManza palta la media de la va­

JUable de ~e!.Jpue!.Jta, al nivel del 90%. 
b) Si o = 99 ho~, C.alC.uR.M un intVtvalo de c.onManza al 90% 

palta la media de la v~ble de ~e!.Jpue!.Jta elegido:. 
c.) 	 ¿Qu~ tamañ.o de mue!.J~ .6e nec.e!.Jda palta qu.e al nivel de c.on 

Manza del. 95%, la longdud del intVtvalo .6 ea de 5 ho~,úi 
pu.e!.Jto o = 99 hMCM ? ­

s O L U e ION: 

a) El intervalo de confianza para la media de una población normal 

de 	O desconocida y muestras pequeñas, viene dado por: 

(
; :¡: ---.L)t 

%, n-l In 

donde a = 0,1; n = 20; t 1,729; A~s= s =103,62.
a/2, n-l n-l 

Sustituyendo estos valores en la expresión anterior, resulta: 

(-30,06 50,06) 

b) El intervalo de confianza para la media de una población normal 

o conocida, viene dado por: 

z(x :¡ 
2 

;;.)a 

donde 1,64. Sustituyendo obtenemos: 

(-26,30 46,30) 

c ) La longitud del intervalo en este caso particular viene dada por: 

ol = 2 z 
a/2 rn 

donde a = 0,05; 	 1 ,96; l = 5. 

Sustituyendo en la expresión anterior se obtiene n = 6025. 

******************** 

http:de!.JapMec.Vt
http:c.anc.Vt
http:c.anc.Vt
http:VeJm1aJ:ol6g-iC.CM
http:IYlJ.J:t�:.u.to
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6.9 La.;., p/te,6-ione,6 1.>-ú.,;C6Uca.;., de. dO!.> g/tupol.> de. yunM, paJta. a 
p.tWne.Jto de. 1M c.uaie,6 I.>U!.> padlte,6 f.,On ru.pe.Jtte.rt-6M lj palta a I.>e.gundo 
nofU'rIa.l.e,6, dan 1M 1.> -i9u-<.e.nte,6 vaR..o/te,6 : 

G/tupo 10: 100; 102; 96; 106; 110; 110; 120; 112; 112; 90; 

G/tupo 2o: 104; 88; 100; 98; 102; 92; 96; 100; 96; 96 . 

SuponJ..e.ndo que. la.;., dM poblauone,6 f.,On nolUrtaie,6 lj de. va­
Jt-<-anza.;., -iguafe,6 lj de,6conouda.;." caicuR..aJt un -inte.Jtvafo de. conó-<-anza 
da 95% paJta. la d-<- óe.Jtenc.-<-a de. me.d-<-a.;.,. 

s O L U e ION: 

Para el primer grupo de niños tenemos: Xl 105 ,8; ~1 8,87; n = 10.
1 

Para el segundo grupo tendremos: x = 97,2; g2 = 4,78; n = 10. 
2 2 

El intervalo 

(n _1)g2 + (n -1)@2
1 1 2 2

siendo: s = 

viene dado por: 

donde a = 0,05; t = 2,101; s 7,124
a/2 , n +n -2

1 2 

Por tanto, el intervalo de confianza será: 

( 1 ,91 15,29) 

Como el intervalo de confianza no cubre el cero se deduce que la di­

ferencia de medias es significativa. 

******************** 

6.10 Ve. una poblau6n de. pe.Mona.;., compaJtable,6 con e.XCe,60 de. pe. 
f.,O I.>e. I.>ae.cuonan dol.> g/tupM A lj B de. 100 lj 50 -ind-<-v-iduM /te,6pe.c;e¿va:­
me.nte.. A 1M -ind-<-v-iduO!.> da g/tupo A, 1.> e le,6 1.> wr¡,¿n-ú.,tJta una nueva d-<-e 
;Ca VI con la que. I.>uó/ten una pVu:.ü..da med-<-a de pe,6O aR.. cabo de un ­
me,6 éle 7,9 KgM. con una de,6v-iau6n :Up-ica de 0,2 KgM. A 1M -ind-<-v-i 
duol.> da g/tupo B, 1.> e. le,6 1.> wr¡,¿n-ú.,tJta una d-<-e.ta V2 co n la que 1.> uó/ten ­
una pVtd-<-da med-ta de pe,60 ai cabo de un me,6 de 6,8 KgM. con una de,6 
v-<-au6n :Up-ica de 0,3 KgM. -

HillaJt 101.> UmUe,6 de conManza da 95% paJta. la d-<-óe.Jten­
c.-<-a da núme.Jto me.d-<-o de KgM. pe.Jtd-<-dOf.> p/toduudo po/t a 1.>wr¡,¿n-ú.,;tJto de 
la.;., dol.> d-<-ua.;., VI lj V2 • 

S O L U e ION: 

http:d-<-e.ta
http:u-<.e.nt
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Los límites de confianza para la diferencia de medias, siendo las 

desviaciones típicas desconocidas y para muestras de tamaño grande, 

vienen dados por: A2 
s1 s2(;;,-;;,) 

1 2 

)" + z -+ a n n 
2 

donde x 7,9; 
A 

0,2; n 100; CI. = 0,05s11 1 
x 6,8; 

A 

0,3; n 50; z 1 ,96.s2 = 2 2 0./2 
Sustituyendo e.stos valores en la expresión anterior, resulta: 

(1,008 1 ,192) 

Por tanto, la dieta 0 es más efectiva para la pérdida de peso que
1 

la dieta O ya que la media de peso perdido es superior en 1Kgr.
2 

con la O, que con la O .
2 

******************** 

6.11 COH e..t Mn de compaJ1.M el coYr-terLido mecLi..o de a!qtU;tJr.án 
pOlt ugaJrJtdt de dM maJtCM de tabaco, .6e tomalton do.6 mue.6.tJr.a.6 de 
7 Ij g ugaJl/u..tto~ cada una lte.6pec..:UvameYr-te, Ij .6e mi.cLi..6 .6u coYr-terLido 
de a!qM.tJuí1l que. explte.6ado en mtgM, cLi..6 {M .6"¿gl..ÚeYr-te.6 va!OJr.e.6: 

20 , 24, 23, 22, 22, 2ü, 23. 
19, 22 , 20, 18, 20, 22, 20, 20. 

Supon.i.endo que el con.terLido de a!qc.u:..tJr.án en ambM malt­
CM de tabaco ,6C'tl nOJrma!e.6 Ij que lM vaJt..ta.nZM .6On "¿gu.a!e.6 Ij de.6cO 
YlOudM, eJlc.olt.t.<uvt. un ..¿Yr-te..Jr.va!o de c.onManza del 99% paJr.a. la cLi..6e-: 
ILe.Ylci.a de. mecLi.tu. 

s O L U e ION: 

El intervalo de confianza para la diferencia de medias, siendo las 

desviaciones t~picas desconocidas pero iguales y muestras pequeña~ 

viene dado p or: 

+t S --+-­
~, n +n -2 n 1 n 2 

- ~ 1 1) 
1 2 

siendo 
(n -1) s~ + (n -1) s~

2 1 2 s =­
n + n - 2

1 2 
Para la 1

a 
muestra tenemos : x 

1 
22; A 1 ,527 ; n

1 
7.s1 

Para la 2
a 

muestra tenemos : x 20,125; A 
1 ,356; n 8.s2 

2 
2 2 

Por tanto, s = 2,067; a = 0 , 0 1; t / 2 = 3,012.a 2, n +n ­
1 2 

http:mecLi.tu
http:Yr-te..Jr
http:vaJt..ta
http:a!qtU;tJr.�n


200 J.R.VIZMANOS - R.ASENSIO 

El intervalo de confianza pedido será: (-1,526 5,276) 

******************** 

6.12 Se ck6pone de. dof., me.c:Uc.amen}:Of., c.on plWpúdade.f.> Jr..e.ducto­
Jr..aJ., de-t. c.on}:e.rúdo de. c.ote.f.>te!tot e.n ta MngJr..e.. Ap,uc.amof., un me.c:Uc.a ­
me.n}:o a un g!tUpo de 10 paue.n}:e.f.> lj obtenemof., tM f.,-tgtUen}:e.f.> Jr..e.duc.uo 
ne.f.> e.xpJte.f.> adM e.n mg / 1 oome: ­

8, 11, 1, 8, 3, 2, 7, 4, 4, 12 
Ap,uc.amof., e-t. 2 ome.c:Uc.ame.n}:o a un g!tUpo de. 1 2 paue.n}:e.f.> lj 

obtenemof., tM f.,-tgtUen}:e.f.> Jr..e.duc.uone.f.> , tamb-t~n e.xpJr..e.f.> adM en mg /1 oome: 
4, 10, 6, 6, 7, 4, 2, 10, 1, 2 8, 6. 

Enc.ontJr..aJr.. un -tn}:e!tvato de. c.onn-tanza de-t. 99% palta ta d-t­
Jr..e.nc.-ta de. me.c:üM, acfm{;t.¿e.ndo que. tM pobuuone.f.> de. Jr..e.duc.u6n de. c.o 
te.f.>te!tot e.n ta f.,angJr..e. ap,uc.ando ambOf., me.c:Uc.ame.n}:Of., f., on noltmate.f.>, -tn 
de.penc:Uen}:e.f.> lj de. vM-tanZM -<.guate.f.> lj de.f.>c.onoudM. 

s O L U e ION: 

El intervalo de confianza para la diferencia demedias, siendo las 

desviaciones típicas desconocidas pero iguales y en muestras peque­

ñas, viene dado 

siendo 

A

Para la la muestra tenemos: 6·, 3,77; n 10.xl sl 1 
Para la 2

a 
muestra tenemos: x

2 
5,5; A 3; n

2 
12.s2 


2 

s = 11,3458; Ct = 0,01; t 2,845.

Ct/2, n +n -2
l 2

Sustituyendo estos valores en la expresion del intervalo, tenemos: 

(-3,60 4,60) 

********************* 

6.13 Con e-t. Mn de c.ompaJtaJL dof., d1WgM Jr..eductoltM de. ta c.on­
c.e.n}:Jr..au6n de. áudo ÚJUc.o e.n ta f.,angJr..e., f.,~ ap,uc.a una de. utM a un 
gJtupo de. 12 paue.n}:e.f.> obte~¿éndof.,e. una Jr..e.duc.u6n me.d-ta de. c.on}:e.rúdo 
de. áudo Úñ~c.o de 18 mg/l00 me c.on una de.f.>v-tau6n ~p-tc.a de. 3 mg/l00 
me, y ap,uc.ada ta otJr..a' dJtoga a un g!tUpo de. 10 pauen}:e.f.> f.,e obtuvo 
una Jr..e.duc.u6n me.d-ta de. 16 mg/l00 me, c.on una de.f.>v-tau6n ~p-tc.a de. 
4 mg/ 100 me. ( 

http:Jr..e.nc
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Enco~ un ~ntenvalo de conó~anza del 95% pana ta ~­
óenenua de med.-i.a-6, acfmd..-¿endo que taJ.J pobfuuonu de /teducu6n de 
áudo úJúco en fu -6ang/te apücando ambaJ.J MogaJ.J Mn noltmalu, ~nde 
pen~entu, v~anzaJ.J duconoUdaJ.J Ij en p~nup~o no ~guatu. 

s O L U e ION: 

El intervalo de confianza viene .~~~~~expresión: 

(X,-X2 ) :¡: ) 
siendo f el número entero más próximo al valor que nos dé la expre­

sión: ( s~ + 
52~2 r 2

9,82 17,78 
n n + --­

1 2 12 10
f - 2 - 2 17,89 

(9,82)2 (17,78 )2 
12 10(:; r (:: ) + 

+ 13 11 lue go f 18. 
n +l n +1

l 2

Pues en la 1amuestra tenemos: 18 ; ~2 = ~ 9 = 9,82; n 12xl sl 11 l 
y en la 2

a 
muestra t e nemos: x

2 
16; ~ 2 

=10.16/9= 17,78; n
2 

10;s2 

a = 0,05; t 2,101.
a/2, f 

Sustituyendo estos valores en la expresión del intervalo, tendremos: 

(-1 ,38 5,38) 

******************** 

6.14 Se u:tá hauendo un u:tu~o Mb/te ~peJt:ten-6~6n. Se :toma 
una muU:tJta de 13 pauentu de una uudad, que ~enen una p/tu~6n ­
-6~:t6üca me~a xl = 167 tmI Ij 1'1 = Z8 tmI. En o:tJta Uudad -6e :toma 
o:tJta muu:tJta de 16 pauentu con rne~a Xz = 164, 7 Yrn1 Ij l'Z = 7 tmI. 

CalcutaJt un ~ntenvalo de conÓ,{.{Lnza det 95% palLa. ta ~óe 
/tenua de me~aJ.J, -6upo~endo noltmalu taJ.J ~~buuonu peno con ­
v~nzaJ.J ~~ntaJ.J. 

s O L U e ION: 

El intervalo de confianza para la diferencia de medias de dos pobla­

ciones normales, muestras pequefias y desviaciones t!picas desconoci­

das y distintas, viene dado por: 

(,x,-x
2 

:¡: t a ) 

\ 2' f 
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donde f es la aproximación de Welch, que para este caso es: f = 13. 
a ­

Pues en la 1 ¡nuestra tenemos: Xl 167; '" 28; n
1 

13sl 

a 


y en la 2 muestra tenemos:x 164,7; '" 7; n 16.s22 2 
ex. = 0,05. y tex./2, f = 2,160 

Sustituyendo estos valores, obtenemos el intervalo pedido: 

(-14,89 19,49) 

******************** 

6.15 Una c.ertVt.a.t de pJtoduc;tOJ., lác;teo;., Jteube cüaJUamen-te la 
lec.he de do;., g!tanjM X e Y. VeJ.Je.ando eJ.J.tucüaJt la c.aLidad de 10J., pJto­
duc;to;., Jteub-ido;., ;., e e:dJtaen do;., mueJ.J.tJta;., Ij ;., e anaLiza el c.on-ten-ido 
de mateJt-ia g/tMa, ob.ten-iendo IM ;.,-igrUenteJ.J JteJ.JuR..tadOJ.,: 

X 0,32; 0,29; 0,30; 0,28; 0,33; 0,31; 0,30; 0,29; 0,33; 

0,32; 0,30; 0,29. 


y 0,28; 0,30; 0,32; 0,29; 0,31; 0,29; 0,33; 0,32; 0,29; 
0,32; 0,31; 0,29; 0,32; 0,31; 0,32; 0,33. 

al Calc.uR.aJt IM meCÜM Ij IM vaJUanzM de IM mUeJ.J.tJtM. 

bl Calc.uR.aJt lo;., valOJteJ.J de IM eJ.JUmauoneJ.J c.enj:JtadM .6 2 

Ij .61j2 

de 	R.M vaJUanza;., deJ.Jc.onoUdM 0

2 Ij 0
2

• X 

c.l 	 AR... n-ivel de c.onManza del 95%, dUe!tm-inalLljun -in-teJtvalo de 

c.onManza palta la: deJ.J v-iau6n Upú.a de IM X, palLa la deJ.J­

v-iau6n Up-ic.a de la;., Ij Ij palLa la !tazan de vaJUanzM, ;.,u­

pon-iendo nOJtmal la vaJUable" eJ.J.tucüada, (c.on;ten-ido de mateJt-ia 

gltMa), en amba;., poblauoneJ.J Ij c.on -igual. vaJUanza e -indepen­
cüenteJ.J. I 

s O L U e ION: 

2
a) Para la muestra X tenemos: x = 0,305 y s 0,0031. 

x 
2Para la muestra Y tenemos: y 0,308 Y s 0,0038. 

Y 


1252b) ".0,0031 0,00338.
x 


16
"'2s 1"""5 0,0038 0,00405. 
Y 	

1 
e) El intervalo de confianza para O viene dado por: 

(n -1)52 (n -1)5 2 
x x 	 X X 

X2 
o: 

n -1
( 

x 

nJ 	 1 
2' x x 

2 2donde n 12 ; o: = 0,05; 	 21 ,9; 1=3,82.
x 	 Xex./2, n -1 X1- a / 2 , n ­

x 	 x 
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Sustituyendo estos valores en la expresi6n anterior, resulta~ 

(0,039 0,094) 

Análogamente, el intervalo de confianza de C5 , será: 
y 

2n = 16; a = 0,05; X2 6,26. 
y ~/2, n -1 = 27,5; 

1- ~ n -1Y 2' Y 

(0,045 0,095) 

El intervalo de confianza para 

F 

52 
X Y/5

2 

) 

1- a n -1 n-12' x ' y 

donde F 3,04; 
~, n -1, n -1 
2 x Y 

0,3. 

Por tanto, el intervalo pedido será: 

(0,27 2,71) 

******************** 

6.16 EYl UYl cJw.c.e de mela.nogMteJt he.mo¿, obterUdo 77 mo¿, C.M C.OYl 
a.tM veJttic.al.v." de UYl total. de 220. 

E¿,LúnCVt UYl J.nteJtval.o de c.oYl6J.a.Ylza del 95% fJa/W. la pJtopoJt 
c.J.6Yl de mo¿,c.M C.OYl alM veJttic.al.v., eYl.tJte lo¿, J.Yld).vJ.duo¿, Jtv.,u.,ftantv.,­
de UYl gJtaYl YlÚYneJto de cJw.c.v., c.omo v.,te. 

s O L U e ION: 

Por ser el tamaño de la muestr~ 220 bastante grande y el valor de 

p ni pr6ximo a cero ni a uno, podemos tomar como intervalo de confian 

za para este parámetro, el siguiente:

(p + z~ ~""2-(-~--P-)) 

s iendo p, la proporci6n de individuos con alas verticales en la mues 

tra que tomamos como valor aproximado de p. 

77 
220 = 0,35; a = 0,05; = 1,96.za/2 

Luego el intervalo será: (0,287 0,413). 
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6.17 (/na nueva Maga ha c.wwdo 80 de '200 enfieJuno-6. EMhne-6 e 
un -i.nteJtva.-f..o de c.onManza del 99% pcur.a ta pltopoltu6n de peMonM c.u­
ltadM -6-i. ta nueva meMuna -6 e hub-i.e-6 e apüc.ado a una pobtau6n c.ol'l.-6­
~u-lda pOIt todo-6 tO-6 -i.nMv-i.duo-6 c.on ta ~ma enfieJunedad. 

s O L U e ION: 

80
Tenemos que p = --= 0,4; n = 200.

200 

En estas condiciones el intervalo de confianza para la proporción 

de personas curadas en la población viene dado por: 

z~ ~ P(~-P)) 
2 

siendo a = 0,0'; y za;2 = 2,57. 

Sustituyendo estos valores en la expresión anterior, obtenemos el in 

tervalo pedido: 
(0,3" 0,489) 

******************** 

6.18 Se -60-6pec.ha que ewte. un.a. M6eJtenua -6-i.gn.-lMc.ativa entlte 
ta pito pOltu6n de homblte-6 lj ta pitO pOltUÓn de mui eJte-6 que c.ontJta.en una 
dete.Jr.»t{.n.a.da va.Jt-ledad de gJt-lpe. Pcur.a -6~ de dudM -6e toma una mue-6 
tita a.-f..eatoJt-la de 300 hombmu, de t0-6 c.ua.-f..e-6, '27 padec.en o han padeuao 
ta gJt-lpe en un p~odo de tiempo Miado. Anátogamente tomamO-6 un.a. mu~ 
tita de 400 mu j eJte-6 de tM c.ua.-f..e-6 3'2 padec.en o padeueJto n ta glUpe. 
¿Qu~ no.ó -i.nMc.an e.-6.tO-6 lte.-6uUad0-6? 

s O L U e ION: 

El intervalo de confianza para la diferencia de proporciones P, y P2 

de hombres y mujeres que han contraido la enfermedad, al ser el tama 

ño de las muestras n, y n granders_,__v_i_e_n_e__d_a_d_o__p_o_r__: __2 

A A -. P,('-p,) P2('-P2))
I (P,-P2) + + 
( 

n, n 2 

siendo P, y P2 los valores estimados de P, y P2 respectivamente. 

A 27 32A 

P, = 300 = 0,09; n, = 300; P =-- = O 08· n = 400· 
2 400 " 2 ' 

a = 0,05; za;2 = ',96. 

Sustituyendo estos valores en la expresión anterior, obtenemos el in 

http:i.nMc.an
http:padec.en
http:padec.en
http:dete.Jr.�t{.n.a.da
http:ntJta.en
http:60-6pec.ha
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tervalo pedido, que será: (-0,0319 0,0519) 

La diferencia de proporciones puede ser negativa, nula o positiva, 

luego no existe diferencia significativa entre P1 y P2 Y entonces 

nuestra sospecha no es cierta. 

******************** 



'1- contra.ste d.e hipótesis 


l. INTRODUCCION 

2. DEFINICIONES 

2.1 	Contraste de hipótesis 

2.2 	Hipótesis nula H 

2.3 	Hipótesi s altern~tiva H 

2.4 	Estadístico del contras~e 

2.5 	Región crítica 

2.6 	Región de aceptación 

2.7 	Error de tipo r 

2 . 8 	 Error de tipo Ir 
2.9 	Nivel de significación a 

2.10 Potencia de un contraste 

2.11 Contraste bilateral 

2.12 Contraste unilateral 


3. FORMULAS PARA LOS CONTRASTES 

3.1 	Contraste de la media de una población 

normal cuando se conoce la varianza p~ 


blacional 

3.1.1 Contraste bilateral 

3.1.2 Contraste unilateral 


3.1.2.1 Hipótesis nula Ho: 11 ';;; 110 

3.1.2.2 Hipotesis nula H :11 ~110 


3.2 	Contraste de la media de una p8blación 

normal cuando no se conoce la varianza 




3.2.1 Muestras pequeñas 

3.2.1.1 Contraste bilateral 

3.2.1.2 Contraste unilateral 


3.2.1.2.1 	HipÓtesis nula 


H : 	 )1")10 
3.2.1.2.2 	H~pótesis nula 


H : 	 )1>)10 
3.2.2 Muestras grandes o 


3.2.2.1 Contraste bilateral 

3.2.2.2 Contraste unilateral 


3.2.2.2.1 	Hipótesis nula 


H )1")10 

3.2.2.2.2 	H~pótesis nula 


Ho 	 )1 >110 

3.3 	Contraste para la varianza de una pobl~ 


ción normal. 

3.3.1 Contraste bilateral 

3.3.2 Contraste unilateral 


3.3.2.1 Hipótesis nula H :02<O~ 

3.3.2.2 Hipótesis nula HO:02>O~ 


. 	 o
3. 4 Contraste para la 19ualdad de medias de 

dos poblaciones normales 
3.4.1 Conocidas las varianzas 


3.4.1.1 Contraste bilateral 

3.4.1.2 Contraste unilateral 


3.4.1.2.1 	Hipótesis nula 


H : 	 111 " 112 
3.4.1.2.2 	H~pótesis nula 


H : 	 )11 ;:;,. 112 
3.4.2 Varianzas desconocigas . 


3.4.2.1 	Muestras grandes 

3.4.2.2 	Muestras pequeñas y varianzas 


poblacionales iguales 

3.4.2.2.1 	Contraste bilateral 

3.4.2.2.2 	Contraste unilateral 


3.4.2.2.2.1 	Hipótesis 

nula H : 


o 
111" 112 

3.4.2.2.2.2 	Hipótesis 

nula H : 


o 
111 >112 

3.4.2.3 	Muestras pequeñas y varianzas 

poblacionales distintas 

3.4.2.3.1 	Contraste bilateral 

3.4.2.3.2 	Contraste unilateral 


3.4.2.3.2.1 	Hipótesis 

nula H : 


o 
111" 112 

3.4.2.3.2.2 	Hipótesis 

nula H: 


o 

• 




3.4.3 Datos 	apareados 

3.4.3.1 Muestras grandes 


3.4.3.1.1 Contraste bilateral 

3.4.3.1.2 Contraste unilateral 


3.4.3.1.2.1 	Hipótesis 

nula H: 


o 
d..;;;;O 

3.4.3.1.2.2 	Hipótesis 

nula H : 
d;;;'O o 

3.4.3.2 Muestras pequeñas 

3.4.3.2.1 Contraste bilateral 

3.4.3.2.2 Contraste unilateral 


3.4.3.2.2.1 	Hipótesis 

nula H: 


o 
d";;;;O 

3.4.3.2.2.2 	Hipótes~s 


nula H: 

d;;;'O '0 

3.5 	Contraste de igualdad de varianzas de dos po­

blaciones normales 

3.5.1 Contraste bilateral 

3.5.2 Contraste unilateral 


3.6 	Contraste. para el parámetro p de una distribu 

ción binomial 

3.6.1 Contraste bilateral 

3.6.2 Contraste unilateral 


3.7 	Contraste para la igualdad de parámetros de 

dos distribuciones binomiales 

3.7.1 Contraste bilateral 

3.7.2 Contraste unilateral 


4. 	 ANALOGIAS ENTRE CONTRASTES DE HIPOTESIS 
E INTERVALOS DE CONFIANZA 



']-CONTRASTE 

DE HIPOTESIS 


1. IN':['RODUCCION 

Cuando hacemos alguna afirmación sobre una población base, sobre su 

forma o sobre el valor númerico de uno o de más de sus parámetros, 

que se contrasta luego mediante una muestra aleatoria extra ida de la 

población, estamos ante inferencias de la categoría del Qo~~te ­

de h-ip6teJ.J-<4. 
El planteamiento general de un pr6blema de contraste es 

el siguiente: se formula una h-ip6teJ.J-<4 o conjetura acerca de la po­

blación y se trata de ver si como consecuencia de un conjunto de v~ 

lores muestrales, debemos aceptar o rechazar la hipótesis formulada 

con unos m~geneJ.J de ~o~ previamente fijados. 

Si los valores muestrales difieren mucho de los valores 

teóricos que cabría esperar bajo la hipótesis formulada, podriamos 

pensar en rechazar la hipótesis, pues diriamos que las diferencias 

son ~~9ni6~Q~v~. Estamos considerando una distribución teórica ­

bajo la hipótesis formulada, una distribución de la muestra y por ­

último una medida de la diferencia entre ambas mediante un eJ.JtadM­

~Qo. Para cada muestra el estadístico tomará un valor y tendrá una 

distribución en el muestreo. Podemos determinar un valor particular 

crítico de dicho estimador, tal que la probabil idad de que este es­

timador tome un valor mayor que el valor particular crítico, sea 

igual a un valor fijado que llamaremos nivel de ~~gni6~Qaci6n. 
A partir de este momento adoptamos la norma de aceptar 

la hipótesis formulada si la diferencia anterior es menor que el va 

• 
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lor particular que hemos determinado y rechazado en el caso contrario. 

2. 	 DEFINICIONES 

2.1 	 CONTRASTE DE HIPOTESIS.-Procedimiento estadístico mediante el 

que se investiga la verdad o falsedad de una hipótesis acerca de 

una población o poblaciones. 

1..2 	 HIPOTE-SIS NULA H .- Es la hipótesis que se formula y que se qlii~--------0 
re contrastar; es por tanto, la hipótesis que se acepta o se re­

chaza como consecuencia del contraste. 

2.3 	 HIPOTESIS ALTERNATIVA H . - Cua I q u i e r o t r a hipótesis que difiera 
a 

de la formulada y que nos situe frente a de forma que si seHo' 
acepta H se rechaza H y si se acepta H se rechaza Hao 	 a o 

2.4 	 ESTADISTICO DEL CONTRASTE.- Es una función de los valores mues­

trales. Es una variable aleatoria que seguirá una distribución 

de probabil idad dada. Toma un valor para cada muestra. 

2.5 	 REGION CRITICA.- Al apl icar un contraste de hipótesis clasific~ 

mos los puntos del espacio muestral en dos regiones excluyentes 

y complementarias. La formada por los puntos tales que los valo 

res del estadístico del contraste nos I leva a rechazar la hipo­

tesis nula H , se llama ~egi6n ~ca. 
o 

2.6 	 REGION DE ACEPTACION.- Es la formada por el conjunto de puntos 

tales. que los valores del estadístico del contraste nos 1leva a 

aceptar la hipótesis nula H 
o 

2.7 	 ERROR DE TIPO 1.- Es el que cometemos cuando rechazamos la hip~ 

tesis nula siendo verdadera. 

2.8 	 ERROR [f TIPO II.-Es el que cometemos cuando aceptamos la hipo­

tesis nula siendo falsa. 

2.9 	 NIVEL DE SIGNIF ICACION a .-Es la probabil idad que tenemos de co 

meter el error de tipo l. En general, lo representaremos por a 

y estará acotado entre O y 1. 

ti 
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Si fijamos un a = 0,05, significa que rechazamos un 5% 

de las veces la hipótesis nula siendo cierta, parece lógico, fi 

jar valores de a mas pequeños para 1imitar más este error, sin 

embargo al hacer esto aumentamos la probabil idad de cometer el 

e r ro r de tipo I I . 

Es usual, tomar como niveles de significación : a = 0,05 

a= 0,01; a= 0,005. en cuyo caso diremos que el resultado es 

ea6~ ~~gn{6~eativo,~~gn{6~eativo, y muy ~~gn{6~eativo.Sin em­

bargo es necesario resaltar aquí, que m~s importante que decir 

si una hipótesis se acepta o se rechaza con un nivel de signi­

ficación dado , es determinar un valor a a partir del cual la 

hipótesis comienza a rechazarse o a aceptarse. 

2.10 POTENCIA DE UN CONTRASTE.- Probabilidad de rechazar la hipótesis 

nula cuando es falsa. 

La idea de Neyman-Pearson es que fijado un nivel de si~ 

nificación a , elegiremos de entre los contrastes, aquel que h~ 

ga mínimo el error de tipo 11, o lo que es lo mismo, que la po­

tencia del contraste sea máxima. 

De ahoraenadelanteutilizaremoseon.Vt.Mte.,6 de máx.-úna p~ 

tenua. 

2.11 	 CONTRASTE BILATERAL.- Diremos que estamos ante un eon.Vt.Mte b~­

{atenal, cuando la región crítica está formada por dos conjuntos 

de puntos disjuntos. Corresponde al caso en el que hemos fijado 

como hipótesis nula que un parámetro poblacional tiene un dete~ 

minado valor frente a la hipótesis alternativa de que el valor 

del parámetro es distinto. 

2.12 	CONTRASTE UNILATERAL.- Se dice así, cuando la región crítica es 

tá formada por un solo conjunto de puntos. Corresponde al caso 

en que hemos fijado como hipótesis nula que el parámetro pobla­

cional toma valores, hasta o desde un valor extremo, frente a la 

alternativa de que el valor del parámetro es desde o hasta ese 

valor extremo. 
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3 _ FORMULAS PARA LOS CONTRASTES 

3.1 	 CONTRASTE DE LA MEDIA DE UNA POBLACION NORMAL CUANDO SE CONOCE 

LA VARIANZA POBLACIONAL 

3.1.1 	Contraste bilateral. 


Hipótesis nula H : ~ ~o
o 
Hipótesis alternativa H : ~ cf ~oa 
Tomamos como estadístico la media muestral x. 

Este estadístico sigue una distribución N(~, a//ñ) 

donde ~ y a son la media y la desviación típica poblaci~ 

nales respectivamente y n es el tamaño de la muestra. 

La distribución de la variable tipificada 

Z = x - ~o sigue 	una N(O , 1), 
a//ñ 

para ~ ~o , o sea cuando la hipótesis es verdadera. 

Si fijamos un nivel de significación a y la hipotesis 

es cierta, el valor de z, obtenido de una muestra real 

para el estadístico x, se encontrará entre -za/2 y 

z a/2' con una probabil idad de 1 - a . 

El intervalo (-z , es la región de aceptación.za/2)a/2 
Es decir aceptamos la hipótesis H si: o 

-z z 
a /2 < < za /2 

I x -	~Q ISe acepta H si 	 <o a//ñ 

-x -	 ~o ISe rechaza H si 	 > o a//ñ 
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3.1.2 Contraste unilateral. 

3.1.2.1 	Hipótesis nula H : ]..1 < ]..lo
o 

Hipótesis alternativa H : ]..1 > ]..loa 
Según 10 anteriormente expuesto, la región de ace~ 

tación es el interv'alo (-(Xl , zex). 

x - ]..loAceptamos H si: 	 < 
o o/In 

x - ]..loRechazamos H si: 	 > 
o o/In 

3.1.2.2 	Hipótesis nula H : ]..1 > ]..loo 
Hipótesis alternativa H : ]..1 < ]..loa 
En este caso la región de aceptación es el inter­

valo (-z ~) . ex 
x - ]..loAceptamos H si 	 > - z o 	 exo/In 

x -	 ]..loRechazamos H si < - z o o/In ex 

3.2 	 CONTRASTE DE LA MEDIA DE UNA POBLACION NORMAL CUANDO NO SE CONO­

CE LA VARIANZA.­

3.2.1 Muestras pequeñas. 

3.2.1.1 	Contraste bi lateral 

Hipótesis nula H : ]..1 ]..loo 
Hipótesis alternativa H : ]..1 ,¡ ]..loa 
En este caso el estadístico 

x - ]..lot = con ]..1 = ]..lo 

s/v'i1=T 

se distribuye según una t de ~tudent con n-1 gr~ 

dos de 1ibertad, siendo x la media muestral, s la 

desviación típica muestral y n el tamaño de la ­

muestra. 
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Si fijamos un nivel de significación a y la hip~ 

tesis es cierta, el valor de t obtenido para una 

muestra real se encontrará entre -t y
a/2, n-1 

t con una probabil idad de 1- a.a/2, n-1 

t 
a/2 

Esta región de aceptación es el intervalo 

(- t t ). 
a n-l a n-l2' 2' 

Ix - ]l o 1Se acepta H si: < t o si¡¡::¡-:J a n-l2' 

Ix - ]lo 1Se rechaza H si: > t o si¡¡::¡-:J a n-l2' 

3.2.1.2 Contraste unilateral 

3.2.1.2.1 Hipótesis nula H : ]l < ]loo ­

Hipótesis alternativa H : ]l > ]loa 
Según lo expuesto anteriormente, la reg ión de 

aceptación será el intervalo (- ro , t ) . 
a, n-l 

x - ]loSe acepta H si: < t o a, n-1si¡¡::¡-:J 

x - ]loSe rechaza H si: > t o a, n-ls/;n::T 

3.2.1.2.2 Hipótesis nula H : ]l > ]loo ­

Hipótesis alternativa H : ]l < ]lo
a 

La región de aceptación es el intervalo 

(-t ro).
a, n-1 
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x - ).loSe acepta H si: > -t o 	 a, n-1
s/rn:T 

x - ).loSe rechaza H si < -t o 	 a, n-1
s/rn:T 

3.2.2 Muestras 9randes. 

3.2.2.1 	Cont raste bilateral. 


Hipótesis nula H : ).lo
o 
Hipótesis alternativa H : 

).l '" ).lo 
z = x - ).lo 

a 
En este caso también util izaremos 

olm pero teniendo en cuenta que al no 

conocer o y al ser la muestra grande, la estima 

mos mediante la desviación típica de la muestra 

con lo que nos queda: 

x - 110 z = 
slm 

siendo s =~ 
n 

n-1 s y s la desviación típica de 


la muestra. 


La región de aceptación es el intervalo: 


Ix - 11 oSe acepta H si: 1 < z o 	 a/2'
51 In 

IX-l1olSe rechaza H si: > z o 	 a/2'
51 In 

3.2.2.2 	Contraste unilateral. 

3.2.2.2.1 Hipótesis nula H : ).l < 110 
o 

Hipótesis alternativa H : ).l > 110 a 
Según todo lo expuesto anteriormente, la región 

de aceptación es el intervalo (- ex:> , z ).
a 

x - ).loSe acepta H si: < z 
o 

51 In a 
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x - 11 0Se rechaza H si: > z o 	 o.'S/Iñ 

3.2.2.2.2 Hipótesis nula H: 11 > 11 0 o 
Hipótesis alternativa H: 11 < 11 0 a 

La región de aceptación viene definida por: 

(-z 00 ) 
o. 
-
x - 110Se acepta H si : > -z 

o 'S/rn o. 

x - 11 0Se rechaza H si: < -z 
o 	 o.'S/Iñ 

3.3 CONTRASTE PARA LA VARIANZA DE 	 UNA POBLACION NORMAL.­

3.3.1 	Contraste bilateral. 


0 2
Hipótesis nula H : o~o 
0 2Hipótesis alternativa H : 	 ~ a 

2 "o

En este caso el estadístico ns 2/0%, con 0 = 0 % 


se distribuye según una X2con n-1 grados de 1 ibertad, 


siendo n el tamaño de la muestra y S2 la varianza mues­


t ra 1 • 


La región de aceptación es el intervalo: 

2

X(X2~ n-1 1- ~ n-1)2 ' 2 ' 

2 2 2Se acepta H si : -ns E:: ~X Xo 2 o. 	 o. n-1 l- n-J00 2' 2' 

3.3.2 Contraste unilateral. 

0 23.3 . 2.1 Hipótesis nula H: < 
o 

0 2Hipótesis alternativa H: > 
a 

La región de aceptación es el intervalo (O ) 
n -1 

Se acepta H si: < 
o 
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3.3.2.2 Hipótesis nula H : 
o 

Hipótesis alternativa H : 
a . 

La región de aceptación es el intervalo 
2( X (Xl )
1-(l, n-l 

ni-> X2Se acepta H si: 
o 	 0 2 l-a, n-l 

O 

3.4 CONTRASTE PARA LA IGUALDAD DE MEDIAS DE DOS POBLACIONES NORMALES 

3.4.1 Conocidas las varianzas. 

3.4.1. 1 Contraste bilateral . 

Hipótesis nul a H : 11 11 ó 11 11 = O o 1 2 1 2 

Hipótesis alternativa H : 11 -¡, 11 
a 1 2 

De una población N ( 11 , °1 ) , obtenemos una 
1 

muestra aleatoria simple: 

, xx 11 ' x12 ' 1 n1 

x + x + ... + xll l2 1 n 1la media muestral xl 

se distribuye según una 

Si de una población N(1l2' 02) obtenemos otra 

muestra aleatoria simple: 

x2l ' x22 ' 
,x

2n2 

x + x + ... + x
21 22 2n2la media muestral x

2 n2 

se distribuye según una N(1l2 o/n2) . 

La diferencia xl - x es una variable aleatoria,2 
ya que y x son variables aleatorias inde ­xl 2 
pendientes. Además - x se distribuye nor­xl 2 
malmente con media - 11 Y desviación típica111 2 
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En este caso el estadístico 

z = 

se distribuye según una N(O , 1) si 

Si f i j amos un ni ve 1 de si gn i f icac ión a y 1 a h i p~ 

tesis es cierta, z se encontrará entre -zo./2 y 

con una probabil idad 1 - ex • 

Luego, la región de aceptación es: 

(-z al2 z al2) 

IX1 - x21 
Se acepta H si: 	 < z 

o 	 0./201 
n2 

3.4.1.2 Contraste unilateral 

- 3.4.1.2.1 Hipótesis nula H : 11 < l~ 
012 

Hipótesis alternativa H : 11 > 11 
a 1 2 

Según todo 10 anterior, la región de aceptación 

es el intervalo (-00, z ).
le 

- xXl 2Se acepta H si 	 < z 
o 	

0 2 a 
2 

n
2 

- 3 . 4.1.2.2 Hipótesis nula H : W > W o 1 2 
Hipótesis al ternat iva H : \J < lJ 

a 1 2 
La región de aceptación en este caso, será: 

(- z :;r; ) . 
[J 

- xXl 2Se acepta H si 	 > - z o 	 0 2 0 2 a 
2-.-!..+ 

nn 1 2 
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3.4.2 Varianzas desconocidas. 

3.4.2.1 	Muestras grandes. 

Si las muestras son grandes, el contraste 10 efec 

tuaremos como indicabamos en el apilrtado 3.4.1, 

0 2 	 2 ~2 ~ 2sustituyendo y 0 por y que son
1 2 s 1 s2 ' 

2 2los estimadores insesgados de 0 y 0 respecti.
1 2 

vamente. 
nn 1 A2 	 252 s2 	 s2y s21 1 	 2 n -	 n - 1

1 2 

siendo 2 y 2 las varianzas muestra les.s 1 s2 

3.4.2.2 	Muestras pequeñas y varianzas poblacionales igua­

les. 

3.4.2.2. 1 Contraste bilateral 

Hipótesis nula H : \J \J 
o 1 2 

Hipótesis de alternativa H : \J 1 -f \J 
a 2 

Como en este caso o o = o el estadístico
1 2 

con \.l \.l 
1 2

t 

sigue una distribución t de Student con n , +n -2
2

grados de 1 ibertad, siendo 

n 1 s~ + n 2 s~ 
s = 

Uti 1 izamos como estimador de o , la media ponder~ 
,,2 ",2

da de y es decir:s 1 s2 ' 
A 2(n -l) g¿ + (n -l) s2 + n,	 s2 n , s2

2 
1 2	 1 2s7 

(n 1 -1). + (n -l) n 1 + n - 2
2 2 

La región de aceptación es: 

(-t 
,).

2' n , +n 2-2 
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Se acepta H si: 
o 

y se rechaza en el caso contrario. 

3.4.2.2.2 Contraste unilateral 

- 3. 4. 2 . 2 .2. 1 Hipó t e s i s n u 1 a Ho: IJ 1 < IJ 2 

Hipótesis alternativa 

H : ~l 1 > fl2 
a 

La región de aceptación será: 

ta , n +n -2)
1 2

Se acepta H si se cumple:
o 

- 3.4.2.2.2.2 H : IJ > 
o 1 

H : <IJ 1a 

La regjón de aceptación será: 

(-t <Xl 
a , n +n -2

1 2
Se acepta H si se cumple~

o 

3.4.2.3 Muestras pequeñas y varianzas poblacionales distin­

tas. 


-;-¡;.2.3.1 Contraste bi lateral. 


Hipótesis nula H : 
o 

Hipótesis alternativa H : 
a 

En este caso el estadístico: 
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si la hipótesist 

es cierta sigue aproximadamente una di~ 

tribución t de Student con f grados de 

1 ibertad, siendo f la aproximación de 

Welch vista en el capítulo anterior. 

La región de aceptación es el intervalo: 

(-t t ) 
(L , f a f
2 2' 

Por tanto, se acepta la hipótesis H si: 
° 

< t 
a

Ai 52 2' f 
-+­
n 

1 
n 

2 ~ 
3.4.2.3.2 Contraste unilateral. 

3.4.2.3.2.1 H : 1J < 1J 
o 1 2 

H : )J1 > 1J 
a 2 

La región de aceptación es el intervalo: 

( - :;o t 
a , f) 

Por tanto, se acepta la hipótesis H si: 
o 

< t f a , 

3.4.2.3.2.2 H : > 1JIJ 1o 2 
H : < 1JIJ 1a 2 

La reg ión de aceptación es el intervalo: 

(- t Cf) 

ex , f 

Por tanto, se acepta la hipótesis H si: 
o 
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- xXl 2 
> - t 

~2 ~ 2 a. , f 
sl s2 
-+ 
n n

1 2 

3.4.3 	Datos apareados. 

A veces en el contraste de igualdad de medias de dos po­

blaciones normales, interesa formar pares de valores con 

elementos X correspondientes a la muestra de una pobla­

ción y los elementos muestrales y correspondientes a 

la otra población, considerando seguidamente la nueva va 

riable: d . = x. - Y,. i = 1,2, ... , n 

3.4.3.1 Muestras grandes. 

3.4.3.1.1 	Contraste bilateral. 

Hipótesis nula H : d O 
o 

Hipótesis alternativa H : di-O 
a 

El estadístico: 

d 
z = 

si la hipótesis es cierta, se distribu 

ye según una N(O , 1), siendo: 

1 ¿ ~2 1 L - 2d = -	 d . ; sd=-l (d.-d)n. n- • 

Si fijamos un nivel de significación 


Y la hipótesis es cierta, z se encontr~ 


rá entre - za. /2 Y con una 


probab i 1 i dad de 1-a. . 


La región de aceptación será: 


Se acepta H si: 
o 
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3.4.3.1.2 Contraste unilateral. 

3.4.3.1.2.1 H : d < O 
o 

H : d > O 
a 

Región de aceptación (- (Xl z )
a 

Se acepta la hipótesis H si: 
o 

< Z 
a 

- 3.4.3.1.2.2 H : d > O 
o 

H : d < O 
a 

Región de aceptación (-z (Xl )
Ct 

Se acepta la hipótesis H si: 
o 

> -z 
Ct 

3 . 4.3.2 Muestras pegueñas. 

3.4.3.2.1 	Contraste bilateral. 

Hipótesis nul a H : d O 
o 

Hipótesís alternativa H : d "Í O 
a 

d
El est~dístico t = s/Tn ' sil a 

hipótesis es cierta, se distribuye 

según una t de Student con n-1 gr~ 

dos de 1 i be rtad. 

La región de aceptación es: 

(- t t 
Ct 	 Ctn-1 n-l2' 	 2' 

Se acepta 1 a hipóte s is H si: 
o 

~ < t 
as/Iñ 	 2' n-1 
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3.4.3.2.2 Contraste unilateral 

3.4.3 . 2.2.1 H : d < O 
o 

H : d > O 
a 

Región de aceptación (- co ,t , n-l)·a 
Luego se acepta la hipótesis H , si: o 

< t 
a n-l 

3.4.3.2.2.2 H : d > O 
O 

H : d < O 
a 

Región de aceptación (- t l' co l. . ex , n-
Luego se acepta la hipótesis H , si o 

3.5 CONTRASTE DE IGUALDAD DE VARIANZAS DE DOS POBLACIONES NORMALES.­

3 . 5. 1 Contraste bilateral. 


2
Hipótesis nula H 
o 

: al 0 2 
Hipótesis alternativa H : 0 2 fe o~a 1 

Si tomamos una muestra , Xlx ll ' x l2 ' n 
l 

de una p~ 

blación N( ¡'¡ l ' 0 1) y otra x ' x ' • • ,x deotra
21 22 2n 

población N( ¡'¡ 2 O ), las cua s ivarianz.3S muestrates serán:
2 n l 
~ -2
L.J (xl ' - xl)n---=-1

1 i = 1 I 

y 1 a razón de las cuasivarianzas muestrales será: 
h2 
51 (n -1) L (xl i - x )2

2 1
F 

<~ 

s2 (n -1) L (x X )2
l 2j 2 

http:ivarianz.3S
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·3.5.2 


Fsigue una distribuciondeSnedecor con (n -l) , (n -l)
1 2

grados de libertad. 

La región de aceptación será: 

(F F), 
1- I' n1-l, n2-1 I' n1-l, n2 -1 

luego se acepta la hipótes'is H ' si la razón s~/s~
o 

pertenece al intervalo anterior, en el caso contrario se 

rechazará la hipótesis H . 
o 

Contraste unilateral. 

Hipótesis nu 1a H : 
o 

Hipótesis alternativa H : 
a 

La región de aceptación es (O F 1 n-l)'Ci ,n1-, 2 

luego se acepta la hipótesis H , si la razón: 
o 

< 

3.6 CONTRASTE PARA EL PARAMETRO p DE UNA DISTRIBUCION BINOMIAL~ 

3.6. 1 Contraste bilateral. 


Hipótesis nula H : P 
 Po 

Hipótesis alternativa H : p ,; 


o 

Po 
Si tomamos una muestra de tamaño n, suficientemente gra~ 

de y representamos por p la proporción de éxitos de dicha 

muestra, p sigue una distribución normal de media p y des 
.. ~ i. ~P(l - p) . d I 

a 

vlaclon tlplca n' sien o p a proporción de éxi 

tos en la población. 

El estadístico z = si la hipótesis es 
~p(1 n- p) 

cierta, se distribuye según una N(O 1). 

La re~ión de aceptación es (-z Ci /2 ZCi /2) , 

por tanto se acepta la hipótesis H , si: 
o 
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I 13 - Po I 

~p(\-p) 
< 

3.6.2 	Contraste unilateral. 

Hipótesis nuln H : p < 
o 


Hipótesis alternativa H : p > 

a 

Teniendo en cuenta 10 dicho para el contraste bilateral, 

tendremos como región de aceptación (- ex> zo)' 

por tanto se acepta la hipótesis H , si: 
o 

13 - po 
< z CJ. 

3.7 	 CONTRASTE PARA LA IGUALDAD DE PARAMETROS DE DOS DISTRIBUCIONES 

BINOMIALES.­

3.7. 1 Contraste bilateral. 


Hipótesis nula H : 

o P1 P2 

Hipótesis alternativa H : of 
a P1 P2 

Sean y las proporciones de éxitos en dos grandes13 1 P2 
muestras de tamaños y n respectivamente, tomadasn1 2 
de dos poblaciones que tienen como proporciones de éxi-' 

tos P1 Y P2' Si la hipótesis P1 P2 es cierta, el esta 

dístico 

z = 
P1(1- 13 1) P2 (1-132) 

+ 
n1 n2 

sigue una distribución N(O 1). 

La región de aceptación es ( ­ zCJ./2 

luego se acepta la hipótesis H si:o' 
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3.7.2 	Contraste unilateral 

Hipótesis nula H : < 
o PI P2 

Hipótesis alternativa H : > 
a PI P2 

La región de aceptación es (- 00 z ),
:'t 

por tanto se acepta 1 a hipótesis si:Ho' 

< z 
a 

4. ANALOGIAS ENTRE CONTRASTES DE HIPOTESIS E INTERVALOS 

DE CONFIANZA 

Existe una gran relación entre el intervalo de confianza para 

un parámetro de una distribución y un contraste de hipótesis 

relativo al mismo, así, si formulamos la hipótesis de que la 

media u de una distribución toma un determinado valor ¡.¡ , 
o 

obtenido un intervalo de confianza para una muestra particular 

cuando dicho intervalo no cubre el valor ¡J , equivale a recha­
o 


zar la hipótesis de que ¡J = ¡Jo' 


El error de tipo 1, se corresponde con la probabil idad 

de que el intervalo de confianza no cubra el valor del paráme­

t ro. 

El error de tipo 11, se corresponde con la probabil i ­

dad de que el intervalo de confianza cubra valores erroneos. 

En los resultados de los contrastes real izados no hemos 

indicado la curva característica de operación, gráficos que nos 

muestran las probabil idades de errores de tipo II bajo diferen­

tes hipótesis; luego según esto, conseguimos mejor información 

con un intervalo de confianza que con un contraste de hipótesis. 

Si hubieram0s tenido en cuenta el error de tipo 11, ha­

briamos determinaáo un tamaño n~cesario de la muestra para que 
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la potencia del contraste fuera mayor que un cierto valor, en 

correspondencia con el tamaño de la muestra necesaria para 1i ­

mitar la lo~gitud de 105 interv'alos de confianza. 

******** ************ 

PROBLEMAS RESUELTOS 

7.1 Al ~ecepcio~ta de una 6áb~ca azuc~~ fe ffegan ca~ 
tinuamente c~gamentO'-> de ~emofacha p~ fO'-> que qt.U~e conVtaót~ 
el conte~do o ~queza en azuc~. Ef ~abe que fa ~queza en azuc~ 
~e cUJ.,~bulje noMlahne)'u:e. con mecka Wo = 18% p~ el c~gamento 
de ~ega~to Ij con mecka ~up~o~ p~ e.i de. ~ecano , ~~endo en ambo~ 
CMM fa dMv~ación ti.p~ca ~guaf a 6%. 

Tama una mUM~ de 2°c.~gamento~ Ij dM ea c.afc.uf~ el 
vafo~ ~c.o p~ un ~vef de ~~g~Mc.auón a = 0,05 Ij fa ~egfa 
de dew~6n dej. c.o~te. 

s O L U e ION: 

Hipótes is nula H : Woo 
Hipótesis alternativa H : 

a 

El estadístico del contraste es: z x - /Í~ Q e N (O , 1), para(j ; n 

W = WQ , o sea cuando la hipotesis nula H es c ierta. 
o 

Ac.~ptaremos Ho' s i z es me nor que zü' 

a = 0,05; z = 1,64. Para aceptar H tiene que' ocurrir que:
a o 


x - 18 

< 1,64 x < 20,20% 

6;120 
Luego 20,20% es el punto crítico. 

La regla de decisión del contraste es: 

x < 20,20% cargamento de regadio. 

x ~ 20,20% cargamento de s ecano. 

******************** 

7.2 Tomamo~ 1°tubo~ Ij dUVtmútamM el conte~do en gM. de. 
ungüento de cada uno de effo~, obte~endo fo~ ~~jt.UentM ~Muftado~: 

http:c.afc.uf
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:tubo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

5,2 4,9 5 5, 1 5,2 4,8 4,9 5,3 4,6 5,4col'l-te.YÚdo e.n gM 
SabemM poJr. oVtM muchM dueJZJn<:nauonu que. .ta du v-ia­

u6n Up-ica de. .ea pob.tau6n u de. 0,10 gJr.amM Y que.Jr.emM ave.Jr.-iguafr. 
-6-i .tO-6 va.toJr.u al'l-te.Jr.-ioJr.u Mn compaL<..b.tu con .ta me.Ma lJ = 5 gM. 
pafta .ta pob.taC-é6n, Mpuuta uta noJr.ma.t. 

SOLUCION 

Hipótesis nula H : lJ lJ o o 
Hipótesis alternativa H : lJ "1 lJ a o 


En este caso ° es conocida, por tanto se acepta la hipótesis H 

o 


si se verifica x - lJoL 
 < 

o/m 

x = 5,04; lJ 5; 0,10; n = 10. o ° 
Tomamos a = 0,05 de donde: = 1,96.Za/2 

Sustituyendo estos valores en la expresión anterior, resulta: 

1,26 < 1,96 

Al ser esto cierto, podemos concluir que la muestra es realmente com 

patible con la poblacion en el 95% de los casos. 

******************** 

7.3 En un anuYlUO pubücA.taf!.-io -6 e. -<.nMca que. un dueJZJn<:nado 
tipo de. agua Jr.e.duce. puo. Voce. -inMv-iduM que. de.UMVWYl tomafr. Mcha 
maJtca de. agua e.n -6u-6;t-L;tuu6n de. .ta que. habilwu'me.nte. tomaban, mante. 
YÚe.ndo -il'l-tac.ta e..t Jr.uto de. .ta Mua a.t-ime.ntiua M6Jr.-ivwn .tM úgu-ie.~ 
t u vaJr.-iauo nU de. pU o a.t cabo de. u eJr.:to tiempo: 

Indlv-iduo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Vafr.-iau6n 
de. pu o. 0,2 ° 1 0,6 -0,5-0,6 - 1 0,6 1 0,5 -0,4 -0,5 

Te.rue.ndo e.n cue.l'l-ta U tM datM -6 e. p u e.de. admil-iJr. q u e. e..t anuYlUO U co­
Me.c.to. 

s O L U C ION: 

Hacemos la hipótesis de que la media de peso perdido es cero para la 

población, que sería lo que sucedería si el agua citada no sirviera 

para reducir el peso. 

http:il'l-tac.ta
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Hipótesis nula H : 
o 

Hipótesis alternativa Ha: ~ 1 ~ o 

Aceptaremos la hipótesis H si se verifica: 
o 

I x - ~O I 
< t 

si v'h-1 o:
2' n-1 

x = 0,075; s = 0,643; n = 12; o.~ o 

Si tomamos o: 0,05 resulta que: t 2,201 . 
o:2' n-1 

Sustituyendo estos valores en la expresión anterior, tenemos que: 

0,40 < 2,201 

Por tanto, la hipótesis de que el agua reduce peso es falsa, ya que 

se admite la hipótesis H de que la media de peso reducido es nula. 
o 

******************** 

7.4 En un p~epanado ~e~~o ~nna~ ~e ~pe~n~ca que 
~egún aná.Lú.>~ gMa~zado el con-te~do m<:r0no de p~ot.unM ~ del 
42%. TJta.t.amo~ de compMb~ ~t.a ~pe~Mca~6n lj pcuw. eUo t.omamo~ 
1°p~epcuw.do~ que anaL{.zamM pcuw. det.e.Jrm,¿naJt ~u con-te~do en p~ot.u 
nM, obt.e~endo de me~ 40% lj d~v~a~6n ~p~ca 3,5%. ­

E~ COMect.a la ~pe~Mca~ón wada pCÚta. un ~vel de 
~~g~Mca~6n o: = 0,05, ~upo~endo nOJm1al la ~t.JUbu~6n de la va­
JUable, con-te~do p~ot.ú~co. 

s O L U e I O R: 

Se trata de un contraste unilateral de la media de una población nor 

ma] de varianza desconocida. 

Hipótesis nula H : ~ > ~oo 
Hipótesis alternativa H : ~ < ~ oa 

Se acepta H si se verifica: 
o 

x - ~O > -t 
0:, n-1slln-1 

donde si fijamos o: = 0,05, resulta; t -2,262 
0:, n-1 

Sustituyendo estos valores obtenemos que: 

-1,714 > -2,262 

Luego aceptaremos la hipótesis H , por lo que admitiremos como corree 
o 

ta la especificación del preparado acerca del contenido proteínico. 

http:p~epcuw.do
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7.5 Et f'L.i.vel mecUo de pftovwmbirw. en una poblau6n noftmal M 
e.onoudo Ij ftMuLta ;.,eft ap/tOxAmadamen-te de 20 mg/700mi de plcv..ma. Se 
.toma urw. mUM.tJta de 40 pauen-tM que ;.,e ;.,abe que tienen deMuenUa 
de vdamina K. 

Lo;., ftMu..t.tado;., ;.,on: x = 78,S mg/700mi Ij ;., = 4 mg/700mi 
¿E;., .ta muM.tJta c.ompaltable c.on la po blau6n, con un f'L.i.vel 

de ;.,igf'L.i.Mc.auon del 0,05? 

s O L U e ION: 

Queremos contrastar la hipótesis de que la media ~ de la población 

a la que pertenece la muestra es igual a ~ o ' frente a la hipótesis 

alternativa de que ~ t- ~ o . 

Por ser el tamaño de la mue~tra grande y a desconocido, el es-
x - ~Otadístico del contraste será: - , aceptando la hipótesis nu 
~/;n . , .

1a H cuand o e 1 va1or absoluto del c~tado estad~st~co sea me 
o 

nor o igual que 

a = 0,05; 1 ,96.Como ~ o = 20; 

Sustituyendo tendremos que: 

2,37 > 1,96 

por tanto se rechaza la hipótesis nula H , luego la muestra no es 
o 

comparable con la población. 

******************** 

7.6 En el equipo de an~i-6 que ac.ompa»a a lo;., ac.u.aJtio;., p~ 
Ita la de.te.Jzmi..rw.u6n de la du.Jteza del agua de l0,6 mi-6m0,6 en .tan-to pM 
uen-to, ;.,e incUc.a que la vaftianza de la;., de.te.Jzmi..nauonM M igu.a.t o 
menoft que el 5%. 

Uevam0,6 a c.abo 20 de.te.Jzmi..rw.uonM de la du.Jteza del agua 
del ac.u.aJtio Ij ob.tenem0,6 una vaftianza palta la;., mi-6ma;., igual a 6%. 

Si la vaftiable, de.te.Jzmi..rw.u6n de la du.Jteza del agua, M 
noftmal, ¿ac.ep.taJtem0,6 la i ncUc.au6n c.on un f'L.i.vel de ;.,igf'L.i.Mc.au6n de 
a=0,07? 

s O L U e ION: 

Hipótesis nula H : 
o 

Hipótesis alternativa H : 
a 

Aceptaremos Ho si se verifica: 

< X2 
a,n-l 

http:de.te.Jzmi..rw
http:de.te.Jzmi..rw
http:de.te.Jzmi..rw
http:plcv..ma


234 

7.8 

J.R.VIZMANOS - R.ASENSIO 

Para Il = 0,01 se tiene que: X2 = 36,19.
2 Il , n-1 


ns
:z = 28,8. Sustituyendo resulta: 28,8 < 36,19. 

°0 


Aceptaremos la 'irulicación que e s p ecifica el equipo de análisis. 


******************** 

7.7 A lOJ.¡ 100 af.Wl'IYW-6 de una da-óe -6 e le-ó -6 epCUta en dO-6 gltU­
pO-6, aqu~o-6 que p~~can hab~ualmente un depo~e y lO-6 que no 
p!td~can yúnguno, 60!lmando cada gJtupo 60 y 40 af.umnOJ.¡ Jte-ópe~va­
mente. Le-ó mecWno-6 la a1;t.UJta y ob:teneYnOJ.¡ pCUta a p/¡,Ú'YIeJt gltUpo: 
mecüa. 1,80 mtM. Y de-óv-W.u6n :Up-tca 0,08 mtM. Y paJta a -óegundo ­
g~upo: med-ta 1,76 mtM Y de-óv-tau6n :Up-tca 0,10 mtJt6. 

¿Se puede a6-tJtmaJt con un yúva de con6-tanza da 95% que 
lO-6 af.umno-6 que p~~can af.gún depoJt:te Mn ftla.6 a1;t.0J.¡? 

Sup6nga-óe que la a1;t.~ e-ó una vaJUable af.eatoJt-<.a que -6 e 
~;tJt-tbuye en la poblau6n anteJt-toJt noJtmalmente. 

s O L U e ION: 

Se trata de un contraste unilateral para la igualdad de me dias c on 

varianzas desconocidas y muestras grandes. 

Hipótesi s nula H : > ~ o ~ 
1 2 

Hipótesis alternativa H : ~ < jJ 
a 1 2 

Aceptaremos la hipótesis H si: 
o 

> - Z 
Il 

Sustituyendo los valores dados en el enunciado, obte n emo s el valor 

de este estadístico que resulta ser: 2,118. 

Para Il = 0,05 se tiene que: Z - 1,64. 
Il 

Luego, por ser: 2,118 > -1, 64, s e acepta la hipótesis H , de donde 
o 

puede admitirse que los alumnos que practican habitualmente algún de 

porte son más altos. 

******************** 

El yúva med-to de rú-6:tayúna en un ungüento -6 e -6upone cono 
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udo a ;tJu;.vv.. de una laJtga .6vu:.e de ancif.M-u., e '¿gu.af. a 2,5 rn.J'lonv.. 
de un..{.dadv.. pOI!. gJtamo. Su d-WtJUbuuón .6'¿gue la ley nOlUrJaL 

Se toma una muv..;tJu;. de 16 ungüento.6, que no.6 dan un con 
ten..{.do med.<:o de n.-Wtan..{.na de 2,8 rn.J'lonv.. de un..{.dadv.. pOI!. gft. con ­
una dv..v.{.auón -u'p'¿ca de 0,4 rn.J'lonv.. de un..{.dadv.. pOI!. gJtamo. 

¿Son v..tO.6 ftv..u.ltadO.6 compat.¿blv.. con la med.<:a .6Upuv..ta 
paJta la poblauón? 

s O L U e ION: 

Hipótesis nula H : \.l \.l 
o o . 

Hipótesis alternativa Ha: \.l ~ \.l o 

Aceptaremos la hipótesis H si se verifica: 
o 

x - \.lO 1 

a.
2' n-1s/F 

< t 

Sustituyendo tendremos: 

12,8 - 2,51 
2,90 

0,4 / ¡:¡-s 

Para a. = 0,05 se tiene que: t 2,131
a.
2' n-1 

Por ser 2,90 > 2,131, se rechaza la hipótesis nula H y pod~
o 

mos concluir que la muestra no es compatible con la población. 

******************** 

7.9 Se v..tán ~zando nOlUrJalmente en una gltttnja av,[c.ola dO.6 
t.<:pO.6 de p.¿en..6o.6 compuv..to.6 A y B. Quvu:.endo avvu:.gu.aJt .6'¿ la med.<:a de 
engoftde con ambO.6 pÚn..6O.6 v.. .¿dén.t.{.c.a, paJta un n..{.vel de .6.¿gn..{.6.{.cauón 
del 5%, .6e af..¿menta a 20 avv.. du.Jtante ueJtto t.<:empo con el p'¿en..6o A 
y .6e obt.<:eneu.n.a gananua med.<:a de pv..o pOft ave de 0,4 KgJt.6.con una 
dv.. v'¿auón ;Up'¿ca de O, 2 KgJt.6. 

S.<:mu.ltaneamente a otJta.6 20 avv.. .6e f.a.6 af..¿menta con el p'¿en 
.60 B Y .6e obt.<:ene un engoftde med.<:o de 0,5 KgJt.6. con una dv..v.{.auón ~ 
p'¿ca de 0,3 KgJt.6. ­

SuponemO.6 que lal.! vaJt.{.ablv.. objuo de v..tud.<:o, engoftde con 
c.ada uno de lo.6 do.6 p'¿en..6o.6, .6on nolUrJaf.v.. y con la m-Wma vaJt.{.anza o~ 

CompaJten..6 e lO.6 d0.6 p'¿en..6 0.6 compuv..to.6. 

s O L U e ION: 

Queremos comparar dos medias \.lA y \.l • Las poblaciones son normales 
B 

http:p'�en..6o
http:compuv..to
http:p.�en..6o
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con la misma varianza 0 2 desconocida, que debemos estimar. Las mues­

tras son pequeñas. 

Hipótesis nula H : !lA !lBo 
Hipótesis alternativa H : 

a 

Aceptaremos la hipótesis nula H si se verifica: 
o 

< t 
~ 	 n +n -2 
2' A B 

siendo 
20.0,04 + 20.0,09 

0,068 
20 + 20 - 2 

I 0,4 - 0,51 
1 ,216 

10,26 J _ + 
" 20 20 

Para a = 0,05 se tiene que: t 	 2,025 . 
a2' nA+ - 2n B 

Ahora bien, como 1,216 < 2,025, aceptamos la hipótesis H y por ta~ 
o 

to concluimos que la media de engorde con los dos piensos compuestos 

es 	la misma. 

******************** 

7.10 90 ~nadaptado~ ~on ~n9~~ado~ ~n ~~~o~ d~ ~~hab~a­
U6n. V~ eLe.M 50 ~n el C~~o A, dond~ ~o~~9tUeJwn ~u ~~~upe.Jta..u6n 

~n un p~azo m~~o d~ 150 ~~, ~on una d~v~u6n ~p~~a d~ 30 ~~. 
LM 40 ~~tant~ 6ueJton. ~n9~~adM ~n o~o C~~o B, dond~ ~~ ~~~u­

peJtMon ~n 160 ~~ ~on una d~v~au6n ~p~~a d~ 25 ~~. 
al 	 ¿S~ pu~d~ ~o~~d~ qu~ el c~~o d~ R~hab~auón A ~ máó 

ad~~u.ado qu~ el B, p~ ~O~~9~ una ~~~upe.Jta..u6n m~ ~p~da? 
bl ¿Bajo qué ~p6t~~? 

s O L U e ION: 

a) 	 Hipótesis nula H : < 
o 


Hipótesis alternativa H : > 

a 
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- x
Aceptaremos Ho si: Xl 2 

< z 
.... 2 a52 s2 

~ + 
n n

1 2 

Sustituyendo los datos del enunciado resulta: 

150 - 160 
-1,72 

900 625--+~ 50 40 

Tomarnos a = 0,05 por lo que: z = 1,64. 
a 

luego por ser -1,72 < 1,64 aceptarnos la hipótesis H , con lo cual 
o 

podemos considerar el centro A mas aaecuado que el B. 

b) Lo anteriormente expuesto es cierto, si la variable objeto de 

estudio se eistribuye según la ley normal. 

******************** 

7.ll Se quA..eAen c.ompaJz.aJt dM po btac.i.o riM de ll..a.Yla p'¿p'¿erLó CLÚJ 
tadM geogJuÍ6.{.c.amerLte. PaAa eUo -6e toman dM mUMVtM de ambM pobla 
c.i.onM tj -6e tM m.¿de ta ton.gaud del C.UeApO eXpltMado en ~e.tJtM)­
obtey¡.{.endMe t0-6 -6'¿guA..erLtM ItMuttadM: 

xI 74; -62
1 225; 42. 

= 78; -6~ = 169; n 56.x2 2 
al ContltM.taJt ta Mp6tM.{.,6 de '¿guaidad de med.{.M c.on un y¡.{.veJ_ de 

-6'¿gy¡.{.6'¿c.ac.i.6n del 5%. . 
b1 ¿Qu~ Mp6tM.{.,6 debem0-6 6oltmutaJt? 

s O L U e ION: 

Queremos comparar dos medias ~ 1 Y ~2' No se conocen las varianzas 

~ y °22• Las muestras son grandes. 

Hipótesis nula Ho: ~ 1 ~ 2 

Hipótesis alternativa H : " -/. 1] a ,.. 1 T 2I 

Aceptaremos H si: 
o 

< za/2 

http:6'�gy�.{.6'�c.ac.i.6n
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A2 	 2 
0 2siendo A2 Y s2 los estimadores insesgados de 0 y respectivas1 -

mente. 

~ 
41 

225 230,49 

56 
55 169 172,07 

a\ 
} 

Sustituyendo: 

1 2 

Por ser las muestras grandes 
podiamos haber tomado como 
valores aproximados de ~~ y 
~~ los. de s~ y s~ respe~ 
tlvarnente. 

1 ,37 . 
. /230,48 + 172,07 
~ 42 56 

Tomando a = 0,05 resulta que: za/ 2 = 1,96. 

Por ser 1,37 < 1,96 se acepta la hipótesis de igualdad de me­

dias. 

b) Todo lo anteriormente expuesto no es válido si la variable obje­

to 	de estudio, 10Dgitud del cuerpo de la rana pipiens, no se dis 

tribuye según la ley normal, que es la hipótesis que debemos for 

mular. 

******************** 

7.12 Un .eaboJta.;tofÚo 6amnac.e.útic.o 6abfÚc.a do;" :tipo;" de. -60myú­
6~o~ A y B. Se. toman do~ g~po~ aná.e.ogoh de. e.n6~o~ de. ~~omyúo 
6oJm1adoh pOlt 80 Y 100 ~YÚ~V~dUOh Jtupe.c.:ti.vame.nte., ~u.rrt-l~tMndo a 
.eo~ e.n6~o;" de..e. p!Wn~ gJtupo e..e. -60mYú6~o A y a .eOh de..e. he.gundo g~ 
po, e..e. B. ­

E.e núm~o me.~o de. hoJr.M de. ~ue.Yio pMa .eo;" e.n6~o;" de..e. 
PfÚm~ g~po 6u~ de. 7,84 c.on una duv~~6n ~p~c.a de. 0,90 y pMa .eOh 
de..e. ~e.gUY!d~ gJtupo 6u~ de. 6,90 y 1,30 Jtupe.c.:ti.vame.nte.. 

al 	 ¿Se. pue.de. de.~ que. .ea ~6e.Jte.n~ e.~e. .eo~ núm~o~ me.~Oh de. 
hoJr.M de. huúio U úgYÚMc.a:ti.va? 

b) ¿Qu~ ~p6tu~ de.be.mo;" 60Jm1u..tM? 

S O L U e ION: 

a) Queremos comparar dos medias y 11 
2 

, 

No conocemos las varianzas y o~; y las muestras tomadas 

son grandes. 

Hipótesis nula H : 
o 

Hipótesis alternativa H : 
a 

http:de.be.mo
http:�gY�Mc.a:ti.va
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IX1 - x2 1 


Aceptaremos Ho si: < 

~2 ~2 

51 S2 
-+ 
n n 

1 2 

Sustituyendo los valores del enunciado, tendremos: 

17 ,84 - 6, 90 I 
= 5,72.

J 0,81 + 1,69 
"80 100 

Tomamos a = 0,05 por tanto: za/2 = 1,96. 

Por ser 5,72 > 1,96 rechazamos la hipótesis H, luego exis 
o 

te una diferencia significativa entre los números medios de 

horas de sueño con ambos somniferos. 

b) La conclusión anterior no es válida si no se cumple que 

la duración del sueño con ambos somniferos es una variable 

aleatoria normal. 

******************** 

7.13 Se Mbe que .ea dwr.au6n de una de;teJl.Yl'0tada en6eJlmedad 
.6"¿gue .ea .eey nOJUriaL PaAa .ea c.wr..au6n de d..tc.ha en6eJlmedad .6e apUc.a 
un de;teJr.m,{nado ant,{b,.¿6t..i.c.o. Se de.óea c.omp~ .ea dwr..au6n de .ea en­
6eJlmedad .6egún que al en6eJlmo .6e .ee haya apUc.ado o no, en otna oc.a 
.6,.¿6n d..tc.ho ant,{b,.¿6t..i.c.o. 

Ob.6envamo.6 6 en6eJlmo.6 a .eO.6 que no .6e hab~a apUc.ado an 
t.eJUoJUrien:te el ant,{b,.¿6t..i.c.o y .ea dwr..aU6n med..ta de .ea en6eJlmedad ha­
.6,.¿do de 12 d..ta.6 y 5 en6eJlmo.6 a .eO.6 que .6~ .6e hab~a apUc.ado, obt.e­
Mendo una dwr.aU6n de .ea en6eJlmedad de 15 d..i.a.ó. 

La e.ót..i.mau6n c.omún de la vcuúanza e.ó 16. 
¿Qu~ podemo.6 a6,{![yy¡~ ac.enc.a de .ea dWt.aU6n de .ea en6en­

medad p~a un Mvel de .6"¿gM6,{c.au6n . a =.O,01? 

s O L U e ION: 

Queremos comparar dos medias ~1 Y ~2· Las muestras son pequeñas. 

Hipótesis nula H : 
o 

Hipótesis alternativa H : 
a 

1~1 - ~2 I 
Aceptaremos H si: < t 

o a
1 2' n 1+ -2n 2s~ + nn 
1 2 
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donde s 
2 

16; 12 ; 6; 15 ; 

Sustituyendo en la expresi6n anterior, resulta que el estadístico es 

igual a: 1,238. 

Tomando a = 0,01 se tiene que: t 	 = 3,250.
0/2, n + n - 2 

1 2 
Ahora bien, como 1,238 < 3,250 admitiremos la hip6tesis. 

Es decir, la duraci6n media de la enfermedad es la misma para los en 

fermos a los que se les ha aplicado anteriormente el antibi6tico que 

para los que no . 

******************** 

7.14 UY! Ú¡J.¡;tdu;to de cituutc.a tteQtUette c.ompattaIL do,s citUM. 
Se ,suec.uorta uY!a mUe,);t!ta de 50 -iY!citv-iduo,s, rLt azM de una pobR..au6Y! 
de peMonM c.ompattabR..e,) c.on exc.e,)o de pe,) o . 

A 25 peMonaJ.¡ ,se R..e,) ,sum-i~;tJw R..a citua A y a R..o,s 25 
tte,)-ta~e,) R..a citua B. LM p0tcitdM de Pe,)o exptte,)adM eY! kgM. rLt 
c.abo de una ,semana, ,soY! R..M ,s-igtUe~e,): 

V-ie;ta A: x 4,3 KgM. ,sA 1,4 QgM.A 
V-iua B: 3,6 KgM. ,sB 1,1 KgM.xB 

COI1;tJuiJ.;-te,) e R..a h-Lp6-te,)~ de -igurLtdad de mecitM c.oY! UY! 
n-iveR.. de úgn-i6-ic.au6Vl. de 0,05, wpon-iendo Vl.oJrmrLt R..a vM-iabR..e p0tdi:. 
da de pe,)O. 

s O L U e ION: 

Debemos en primer lugar contrastar la hip6tesis de igualdad de varian 

zas. 

0 2 0 2Hip6tesis nula H : 
o 	 A B 

0 2 0 2Hip6tesis alternativa H : 
a A B 

Aceptaremos la hip6tesis H si: 
o

A 2 
s 

F-:t e (F 	 .s o	 a 
B nA-1, n -1 	 n -1 n -11- 2' B 2' A ' B 

A 2 25 
s 1,96 2,04 

l 52 A 24 
A 2,04 

-;c-T 1 ,62.
A2 25 	 S " 1 ,26 
s 1 ,21 1,26 B 

B 24 
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a 0,05; F 0,44; 24, 24 = 2,27.0,975, 24, 24 F0025 ,, 
Como 1,62 pertenece al intervalo (0,44 2,27), aceptamos la 

hipótesis acerca de que las varianzas son iguales. 

Contrastemos ahora la hipótesis de igualdad de medias de dos pobl~ 

ciones normales de varianzas desconocidas pero iguales y muestras 

pequeñas. 

Hipótesis nula H: 
o 

Hipótesis alternativa H : 
a 

Aceptaremos la hipótesis H , si se verifica: 
o 

< t 
a-2,n+n-2s ~_1_ + _1_ A B 

n n
A B 

~2 ~2 
(n -1) SA + (n -l) sB

2 A B 24.2,04 + 24.1,26
siendo s 1 ,65. 


(n -1) + (n - 1) 24 + 24

A B 

Sustituyendo resulta: 14,3 - 3,61 
1,93. 

1 1 
1,2845 ~ 2 5 + 2 5 

Tomando a 0,05 se tiene que: t 2,01. 
a
2' 48 

POl:O ser 1,93 < 2,01 admitimos la hipótesis acerca de la igual­

dad de medias en la reducción de peso para las dietas A y B. 

******************** 

7.15 En una empILe.6a de. 6uncücA..6n .6e. ILe.cA..be. pCAlOcLlc.ame.nte. rru:n~ 
w de. h-{e.fL!Lo pILO c.e.de.nte. de. do.6 yacA.núe.nto.6 CÜ.6tint0.6 A y B. 

Pa!W. e.6WCÜM .ta c.a,¿¿dad dü tnine.W ILe.cA..b-édo .6 e. e.:úJw.e.n 
d0.6 mue.6VtM y .6 e. ana,¿¿za .ta fL-lQue.za e.n h-{e.fLfLO, obte.Me.ndo .tO.6 úgu.-i..e.~ 

t e.6 IL e.6 u1..tad0.6 e.n ;tanto po IL cA..e.nto : 

A 43 45 42 35 37 38 33 38 41 43 

B 39 36 35 37 40 39 40 38 35 39 38 34 

SupoMe.ndo nOfLmal .ta CÜ.6tfL-i..bucA..ón de. .ta fL-lQue.za dü tnine. 

http:fL-lQue.za
http:fL-lQue.za
http:ILe.cA..be
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JuLf e.n ambM yach'rJ,,¿e.YLtM, J.> e. pue.de. acirn.iliJt qtte. la cié 6e.1le.nua de. va­
JUanZM e.'-> '->-tgru.':Mc.a.tiva a un ru.':ve.l Ci. = 0,05. 

s O L U e ION: 

Vamos a contrastar la igualdad de varianzas ds do s poblaciones norma 

les. 

Hipótesis nula H : 
o 

Hipótesis alternativa H : 
a 

Aceptaremos la hipótesis H si 52 / 52 pertenece al intervalo: 
o A B 

F(F,_ "­ a
nA-1, n -1 nA-1,2 ' B 2' V 1 ) 

~2 ¿ 2 
s (x - x ) 15,17

A n - Ai A
A­ 39,5

{;:~2 ¿ 2 37,5 
s (x _ - x ) 4,27

B n - BJ B 
B 

Tomando Ci. 0,05; F 0,25; F 3,59.
Ci. a

11 111- 2' 9, 2' 9, 

Sustituyendo estos valores, resulta que: 
~ 2 

sA 
3,55 ... 2 

4,27Ss 

Como 3,55 pertenece al intervalo (0,25 3,59), no es signi­

ficativa la diferencia entre las varianzas. 

******************** 

7.16 Se. -ignoJta la pllopOflu6n de. óarru:1A:.M nume.flMM y c.on e.l 
Mn de. dÚe.Jr.mi.nM ciéc.ha pIlO pOflu6n J.> e. toma una mUe.'->tM de. 800 6anu:­
~ J.>-ie.ndo la pllopollu6n obJ.>e.flvada 0,18. 

toflmulamoJ.> la h-ip6te.'->-t'-> nula H: p = 0,20 ólle.YLte. a 
la aUe.flna.tiva H: p I 0,20 Y qUe.fle.mM gon;tJtaJ.>tAAla palLa un ru.':ve.l 
de. J.>-igru.':Mc.au6na 

a = 0,05. 

s O L U e ION: 

p - Po I 
Aceptaremos H si se verifica: < 

o 
~P(~-P) 

l 

http:qUe.fle.mM
http:d�e.Jr.mi.nM
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donde 0,18; 	 n = 800; 0,20; 

Si tomamos a = 0,05 se tiene que: = 1,96. 

sustituyendo estos valores en la desigualdad anterior, resulta: 

1,47 < 1,96 

Admitimos la hipótesis nula, es decir, la proporción des cono 

cida p se toma igual a 0,20. 

******************** 

7.17 Un .taboM.:toJUo úaJur1ac.o.tóg.Úc,o aú-Ú!ma que un ana.tg0.J.¿c.o 
que 6abJUc.a ~ eÚect.<.vo en .ta ~nauón de.t do.to~ de ~tómago du­
Mnte 12 hO~M en W1 95% de .tO-6 c.MO-6. 

Se tomó una mu~tM de 150 '¿nd.<.v.¿duo-6 que padeuan de 
dO.tM de ~tómago Ij -6e .t~ -6um.<.n.i.-6~ó el analg0.J.¿c.o c.-<-tado, úendo 
e6ect.<.vo paM 132 '¿nd.<.v.¿duo-6. ¿Qu~ podemo6 op'¿n~ ac.~c.a de .ta a6~ 
mauón de.t .taboM.:toJUo paM un Y''''¿ve.t de -6'¿gn.i.Mc.auón a = 0,05? ­

s O L U e ION: 

Hacemos el siguiente 	contraste unilateral: 

Hipótesis nula H : 
o 

Hipótesis alternativa H : 
a 

Aceptaremos H si se verifica: 
o 

> - z 

132
donde p = 0,95; p = 0,88; a = 0,05; -z = -1, 64 . 

o 150 	 .(( 

Sustituyendo 	estos valores, en la desigualdad anterior, resulta: 

-2,638 < -1,64 

Luego , tenemos que rechazar la hipotesis nula H , por lo que pode­
o 

mos afirmar que la manifestación hecha por el laboratorio no es co 

rrecta. 

******************** 

7.18 Se 60hpec.ha que añad.<.endo a.t ~am.<.ento hab-<-tua.t paM 

http:60hpec.ha
http:e6ect.<.vo
http:e�ect.<.vo
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la ~uñaC{6n de una deterominada en6eromedad un med{~amento A, ~e ~on­

-6'¿gue rnayoJt númeJl..O de ~u.Jr.ac{onu. 
Tomam0-6 dO-6 gJtupO-6 de en6eromo-6 de 1.00 '¿nd,(v,¿duo-6 ~ada ­

uno. A un gJtupo -6e le -6um,twVta. e{ med,(~amento A y -6e ~u.Jr.an 60 en­
6eromo-6 y al otno g~upo no -6e le -6~Vta., ~uñando-6e 55. 

¿E-6 e6ect,¿vo e{ ~am,(ento A en la ~u.Jr.aC{6n de la en6~ 
medad, al n,(ve{ de -6'¿gn,(M~aC{6n de a = 0,01? 

s O L U e ION: 

Hipótesis nula H : 
o Pl P2 

Hipótesis alternativa H : I a Pl P2 

Aceptaremos H , si se verifica: 
o 

-I Pl P2 
< 

Za/2 
p (l-p ) P2(1-P )1 1 2

+ n n
1 2 

60 55donde 0,6¡ 0,55; n 100; n 100P 1 100 P2 100 1 2 

Fijando a = 0,01 se tiene que: 2,57. 

Sustituyendo estos datos en la desigualdad anterior, tendremos: 

0.' 716 < 2,57 

Aceptaremos la hipótesis nula, es decir que podemos afirmar 

que el medicamento A no consigue un mayor número de curaciones. 

******************** 

7.19 Se qu,(~e ~ompMbM la e6ect,¿v,¿dad de una vacuna ~on.Vta 
una en6eromedad. PMa ello -6e -6um,twtn6 la va~una alOa arUmalu y 
-6e lu ~ompM6 ~on un gJtupo tutigo de otnO-6 100. A lO-6 200 -6e lu 
~ontag'¿6 la en6eromedad. Entne lO-6 va~unado-6 m~~on 8 ~omo ~uu{­
tado de la en 6 eromedad , y de{ g~upo tutigo hubo 20 mu~o-6. 

¿Podemo-6 ~on~~ que la va~una U e6'¿~az en ~edu~ la 
.:ta.óa de mouaUdad? liu.u~ue un n,(ve{ de -6'¿gn,(M~aC{6n de{ 0,05. 

s O L U e ION: 

Queremos comparar dos proporciones Pl y P2. Las muestras son grandes. 

Hipótesis nula H : p < P2 
o 1 

Hipótesis alternativa H: p > P2 
a 1 
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Aceptaremos la hipótesis H , si se verifica: 
o 

< Z 
a. 

donde Pl = 8/100 = 0,08; 20/100 = 0,20; n = 100;
1 

Para a. = 0,05 se tiene que: z = 1,64. 
a. 

Sustituyendo estos valores en la expresión anterior, se obtiene: 

-2,48 < 1,64 

Admitiremos la hipótesis H , o lo que es lo mismc podre­
o 


mos afirmar que la vacuna es eficaz para reducir la tasa de mortali ­

dad. 

******************** 

7.'20 AtLte una ep-<-dem<.a. de e-Ó'YIeJUa, un gJta.njeJto -601.>pec.ha que 
e.t nÚYneJto de ave'-> j6vene'-> mue.M:M e'-> -<-n6eJz.-<-0It que e.t de ave'-> adu-UM 

PaIta. -6aUA de dudM, a-<-J.>R..a una mue'->tJta. de 200 ave'-> jóve­
ne'-> lj aR.. c.abo de un me'-> -6e han mue.M:o 58, -<-guaR..metLte a-<-J.>R..a 150 ave'-> 
adlLUM mUlÚendo en U mi6mo peJz.-<-odo 36. 

¿Qu~ c.Cmc.R..M-<-6n puede -6ac.aJl.U gJta.njeJto, c.on un n-ive.t de 
-6-<-gn-i6-<-c.ac.-<-6n de.t 5%? 

s O L U e ION: 

Queremos comparar dos proporciones Pl y P2. Las muestras son grandes. 

Hipótesis nula Ho: Pl < P2 

Hipótesis alternativa Ha: Pl > P2 

Aceptaremos la hipotesis H , si se verifica: 
o 

< Z 

P 1 (l-p1 ) P2(1-P2) a. 
+ 

n n
1 2 

donde = 58/200 = 0,29; 
~ 

36/150 = 0,24; n 200; n 150.Pl P2 1 2 
Para a. = 0,05 se tiene que: z a. = 1,64. 

Sustituyendo estos valores en la expresión anterior tendremos: 

1,055 < 1,64, luego la sospecha del granjero es cierta. 

******************** 

http:601.>pec.ha
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8 - AP LICACIONES 

DE LA 

1. 	 INTRODUCCION 

Hemos estudiado algunos aspectos o planteamientos de un proble­

ma que,de forma general~ trata de formular leyes para una población a 

partir de consideraciones y estudios sobre una muestra de dicha po­

b�ación. 

Aspectos nuevos de este problema que vamos a tratar, son los si 

guientes: 

Con6onmidad de una distribución experimental y una distri­

bución teórica. 

Vependenc{a O ~ndependenc{a entre caracteres cual itativos. 

Contraste de homo gen~dad de un conjunto de muestras, caso 

de un carácter cual itativo. 

Hemos creido conveniente agrupar estos temas en el mismo capít~ 

lo, ya que todos ellos los podemos considerar como apl icaciones nota 

bIes de la X2. 

2. 	 CONFORMIDAD DE UNA DISTRIBUCION EXPERIMENTAL y UNA 

DISTRIBUCION TEORICA 

Los problemas de eon6onmidad se presentan en términos de confron 

tar los resultados de un experimento con una teoría. Se trata de ver 

en qué medida los resultados proporcionados por una muestra están o 

no de acuerdo con una teoría que suponemos se cumple para la población. 
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Esto hicimos cuando comparabamos dos medias o los parámetros de 

dos distribuciones binomiales; en este caso, tratamos de comparar una 

distribución de frecuencias experimentales con una distribución teórica. 

Tomamos una muestra de la población y estudiamos cierto carácter 

cuantitativo o cual itativo, 10 que nos conduce a tener un conjunto ­

de datos o -6vUe uwCÜJ.¡tic.a. 

Si el carácter estudiado es cual itativo, se clasifican los re­

sultados obtenidos en una tabla de frecuencias, y si el caracter es 

cuantitativoJse puede construir un histograma de frecuencias y calcu 

lar media, mediana, moda, desviación típica, etc. 

Tratamos de sustituir la distribución experimental, histograma 

o tabla de frecuencias por una distribución teórica. 

La distribución teórica se deduce de una serie de consideracio­

nes teóricas sobre la población estudiada o viene sugerida por la ­

forma del histograma o por los valores de la tabla de frecuencias. 

Escogida la distribución teórica y estimados los parámetros p~ 

blacionales a partir de los datos de la muestra, nos preguntaremos, 

si la distribución teórica representa o no a la distribción empíri­

ca. 

Sea N el tamaño de la muestra que agruparemos en k clases 

y sea f. la frecuencia absoluta de la clase i. 
I 

Sea p. la probabi 1 idad que teoricamente asociamos a la clase i, 
I 

de donde la frecuencia absoluta teór i ca asociada a la clase i, será: 

Np .. 
I 

Vamos a hacer la hipótesis H, consistente en suponer que la di~ 

tribución teórica escogida está conforme con la distribución empírica) 

y que por 10 tanto, las desviaciones entre las frecuencias observadas 

y las teóricas son únicamente debidas al azar en la toma de la mues­

tra. 

Una medida de esas desviaciones fué estudiada por Pearson, antes 

incluso que el desarrollo de la teoría general sobre contrastes de hi 

pótesis, construyendo el siguiente estadístico: 
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2 2 2 
(f 1 - Np ) (f2 - Np ) (f k - NPk)2 1 2

X = + + . . + 


NPl NP2 NPk 


como medida de dichas ·desviaciones. 

Este estadístico sigue una distribución X2 ,con k-l grados de 

libertad. 

El valor del estadístico es más grande a medida que la distri ­

bución experimental se separa más de la distribución teórica, pero 

así mismo puede ser grande ajustándose bien la distribución experi­

mental a la teórica, si el número de términos de la suma es grande. 

LA partir de qúe discrepancia dejaremos de aceptar la hipótesis 

H? 

Como dij imos en el capítulo anterior, determinaremos un valor 
2 2"particular" crítico de X , que llamaremos Xa , el cual no se deb!:. 

rá pasar, si las discrepancias entre las frecuencias experimental 

y teóricas son debidas únicamente al azar en la toma de la muestra. 

x2· X2 < x2 . I . > 2Aceptaremos H,SI a ; SI por e contrario Xa 

rechazaremos la hipótesis. 

X2Del estudio teórico de la distribución se deduce que para 

poder apl icar correctamente el test, las frecuencias de las diferen 

tes clases deben ser grandes, practicamente no inferiores a 5. 
Una noción muy importante a tener en cuenta en último lugar es 

I a de I I1WneJtO de. gJW.dM de. übeAtad. 

Apuntamos como causa del incremento del valor del estadístico 

x2 
el número de clases o términos de la suma, este número se pue­

de fijar libremente y es por definición el número de grados de I i ­

bertad. 

Entre las frecuencias teóricas existe la relación: 

N PI + N P2 + . . . + N Pk N 

luego el número de grados de libertad será k-l. 

Toda relación suplementaria que añadamos a las frecuencias teó 

ricas, nos conduce a reducir en una unidad el número de grados de ­

1ibertad. Así, si tomamos la media y la varianza de la distribución 

experimental como media y varianza de la distribución teórica, redu 
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ciremos en 2 unidades el número de grados de 1 ibertad que serán: 

k - 1 - 2 = k - 3. 

3. 	 RELACIONES DE DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA ENTRE 

CARACTERES CUALITATIVOS 

Hasta ahora hemos venido estudiando en una muestra un solo ca 

rácter, pero no hemos dicho nada acerca del estudio en una única 

muestra de dos o más caracteres simultaneamente y en la que uno de 

el los puede a su vez admitir dos o más estados diferentes. 

Por ejemplo, en una muestra de individuos podemos considerar el 

color de la piel y el color del pelo simultaneamente, admitiendo ca 

da variable varios estados, así la piel puede ser oscura o clara y 

el pelo negro,castaño o rubio. 

Una serie de datos, clasificados con arreglo a dos o más carac 

terísticas, constituye lo que se llama una tabla de ~o~ngeneia. 
El ejemplo anterior puede reflejarse en una tabla de continge~ 

cia de la siguiente forma: 
P E L O 
~ 

negro castaño rubio total 

oscura 20 20 5 45 

clara 5 10 10 25 

total 25 30 15 70 

Ante un problema de este tipo, nos surge inmediatamente la pr~ 

gunta de si existe o no relación entre los caracteres estudiados. 

En el ejemplo anterior, nos preguntamos si la piel clara es más 

frecuente en los individuos rubios o por el contrario ambos caracte­

res son independientes. 

Si un carácter A admite n estados y un carácter B admite m es­

tados, habrá un total de m.n clases diferente~ definida cada una por 

un estado particular de cada carácter. 
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En el ejemplo habrá 2.3 = 6 clases, siendo una de ellas la de­

finida por los estados "piel clara, pelo castaño ll 
. 

Deci.mos que dos caracteres A y B J.¡OYl ~YldepeYlcü..erz-te,6, cuando la 

proporción de individuos de cada uno de los estados del carácter A 

es la misma para las distintas clases que determinan el estado del 

carácter B. 

En el ejemplo citado, si el color del pelo fuera independiente 

del color de la piel, deberíamos esperar las siguientes proporcio­

nes. 

De los 25 individuos de pelo negro: 

45 deberían tener la piel oscura 
70 

25 deberí.an tener la piel clara. 
70 

Análogas proporciones para los individuos de pelo castaño o ru 

bio. 

Según esto, el número de individuos teóricos, que tendrian: 

¡Pelo negro y piel oscura 25 45 
70 

Pelo castaño y piel oscura 30 ~ 
70 


Pelo rubio y piel oscura 15 ~ 

70 

Como vemos, estos números no coinciden con los que figuran en 

la tabla, pero es evidente que aunque los caracteres A y B fueran 

independientes en la población, tampoco coincidirian como consecuen 

cia de las fluctuaciones debidas al azar.EI problema, por tanto, e~ 

tará en determinar si las diferencias observadas son suficientemen­

te importantes como para pensar que nuestra hipótesi~ de que los dos 

caracteres A y B son independientes, no es cierta. 

Obsérvese que el contrastar esta hipótesis de independencia de 

dos caracteres, es el mismo problema que comparar una distribución 

teórica con una distribución empírica, que vimos en la pregunta an­

terior, ya que por un lado tendremos unas frecuencias de cada cla­

http:deber�.an
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se observadas y por otro lado unas frecuencias teóricas calculadas a 

partir de la hipótesis de independencia de los caracteres. 

La representación general, correspondiente a los caracteres A y 

S, vendrá expresada por una tabla del siguiente tipo: 

I;z B
1 

B
2 

B m 

r 
Al f 11 f 

12 f 1 m 

A2 
f

21 f 22 f
2m 

A n 
f 

nI 
f 

n2 
f 

nm 

f .. 
IJ 

representa la frecuencia absoluta observada del par (A.,B.).
I J 

~f..L....J IJ 
representa el total de la fila l. 

~f .. 
J IJ 

representa el total de la columna j. 

Ll: f . . 
. . I J 
I J 

representa el tota I genera l. 

Al mismo tiempo, correspondiente a cada frecuencia observada f ..
IJ 

en una tabla de contingencia, hay una frecuencia teórica, que repr~ 

sentaremos por e .. y viene dada por la siguiente expresión: 
I J 

~f ..l: f.. 
I I J L.,...¡ I J 

Je .. 

f.. 
IJ l:l: IJi j 

(f .. - e .. ) 
I J I JDefinimos el estadístico l:l: 

2 

i j e .. 
I J 

que se aproxima a una distribución X2 con v = (n-l) (m-l) grados de 
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1ibertad, si e .. > 5. Vi ,j.
IJ 

La condición de que las frecuencias teóricas o esperadas deban 

ser mayores que 5, nos obl igará a agrupar filas o columnas contiguas 

Este puede ser un gran problema, para el cual, la solución más sen­

cil la será la co~ec~6n de Yateh, que consiste en restar 0,5 a ca­

da una de las diferencias entre las frecuencias observadas y las teó 

ricas, antes de elevar al cuadrado. 

Es decir: ",,,,(1 f .. - e··1 
X2 (correg ido) L...JL...J IJ IJ 

i j e ij 

Una vez calculado el valor del estadístico X2 , determinaremos 

x2una valor , que calcularemos en función del número de grados de 
a 

1ibertad v y del nivel de significación fijado a , acudiendo a las 
2 2 

X2tablas de la X de Pearson. Si x < diremos que los caracteres 
a 

A Y B son independientes. 

Para tablas de contingencia del tipo 2 x 2 y 2 x 3, pueden de­

ducirse fácilmente las fórmulas que damos a continuación para hal lar 

X2el valor del estadístico sin calcular las frecuencias teóricas 

o esperadas. 

TABLA 2x2 

siendo N 

X2 (correg ida)= 

Del mismo modo para una tabla de contingencia 2 x 3, será: 
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T A B L A 2x3 

2 
N f 11 ] + 

[ f 11 +f 21 + 

N+-----­

2
f 22_-:::.=--- + ] N 

4. CONTRASTE DE HOMOGENEIDAD DE VARIAS MUESTRAS 

Los problemas de homogeneidad se presentan en términos de ver 

si dos o más muestras pueden ser consideradas como procedentes de 

una misma población, o por el contrario, si las diferencias que se 

presentan son tan grandes que no pueden ser imputables únicamente 

al muestreo, con 10 que consideraremos que las muestras no son homo 

geneas. 

Un ejemplo de este tipo de problema~ consiste en estudi~r si 

son homogeneos respecto a los resultados tres tratamientos A, B, Y 

e apl iCridos a un cierto tipo de enfermos con el fin de conseguir su 

curación. 

Si ~ e tratara de estudiar dos tratamientos, el problema ya fué 

estudiado en el capítulo anterior, cuando comparabamos dos porcent~ 

jes. 

Ahora bien, para el caso de tres tratamientos, podriamos com­

pararlos dos a dos, pero en este momento lo que queremos es contras 

tar de una vez la homogeneidad del conjunto. 

Para ello consideremos un cierto carácter cualitativo A. 

Tomemos k muestras con n
1

, n
2

, ... , n elementos cada una dek 
ellas y sean al ,a 2 , ... ,a el número de elementos que posee el carác­k 
ter A. El número de elementos que no poseen dicho carácter será: 
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Como hemos dicho, el problema de homogeneidad consiste en com­

probar si las k muestras han sido extra idas de la misma población. 

Hacemos la hipótesis H de que las k muestras proceden de la 

misma población. 

La mejor estimación del porcentaje de elementos de la población 

que poseen el carácter A, será: 

p 

Bajo la hipótesis H, el número de elementos teóricos de cada 

muestra que poseen el carácter A, será: 

, ... , 


y los que no 	 lo poseen: 

nl - xl; 

Tenemos unas frecuencias empíricas al' a 2 , 

n2-a 2 , nk-a k y unas frecuencias teóricas xl' x2 ' . · .. xk ' 

nl-x l , n2-x2 , nk-x y tratamos de ver si las diferenciask 
entre las mismas son imputables únicamente al muestreo. 

Obsérvese que hemos l legado, al igual que anteriormente, a com 

parar una distribución experimental con una distribución teórica, 

problema que ya ha sido estudiado. 

La diferencia entre las frecuencias, la mediremos por: 2 
2 2 	 2

(al-xl) (a2-x2) (a k-x k) [(nl-al)-(nl-x l )] 
----- + ---- + ... + + + •.. 

x
2 


[(n ) - (n )] 2 
k-a k-xk k
+ ... + 


nk-x k 


Para un nivel de significación dado a y para v = k-l grados de 

libertad, buscamos en las tablas de la X2 de Pearson el valor X2 . 
a 

X2 2
Si < X , aceptamos la hipótesis H de homogeneidad de las 

a 
muestras. 

******************** 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


8.1 ¿Se. pue.de. acbnUA.Jt la d,ú.,:tJúbuu6n wútíOIlme. de. e.dadv., e.n 
u..na gJta.n pobf.au6n de. la que. hemo;., tomado una muv.,tJta. a.te.atoJUa. de. 
100 incüviduo;., lj hemoJ.J obte.Ylido loJ.J J.Jiguie.rttv., !Lv., u...ttadoJ.J : 

Edadv., e.n añ.o;., N°de. incüviduoJ.J 

< 15 16 
15 - 30 22 
30 ­ 45 20 
45 - 60 19 

> 60 23 

s O L U e ION: 


La probabilidad teórica de cada clase según la ley de distribución 


uniforme) es igual a la unidad dividida por el número de clases, 


es decir: 51 
= 0,20. 


Formamos la siguiente tabla: 


Edades 
frecuencia 
observada 

f. 
1 

probabilidad 
teórica Pi 

frecuencia 
NP iteórica 

< 15 16 0,20 20 
15 - 30 22 0,20 20 
30 ­ 45 20 0,20 20 
45 - 60 19 0,20 20 

> 60 23 0,20 20 

(16-20) 2 
20 

(20-20)2 (19-20)2 (23-20)2 
20 + 20 + 20 = 1,5 

El número de grados de libertad es 5-1 = 4. Tomamos el nivel de sig­

nificación a. = 0,05 Y buscamos en la tabla de la "chi-cuadrado" de 

Pearson: x~ 9,49 

Por ser X2 < X2 , la diferencia entre la distribución empírica y la 
a. 

http:acbnUA.Jt
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ley de distribución uniforme no es significativa, o lo que es lo mis 

mo,admitiremos que la distribución de individuos por edades es uni­

forme en la población considerada. 

******************** 

Se. ha obMJr..vado el. nÚn1eJto de. fúj 0-6 vMO ne.6 e.n 1000 6arr¡,¿ 
Li.M, c.ada u.na de. eLe.M c.on 5 fúj0-6, obte.rUéndo;.,e. t0-6 ;.,-<-gt.Ue.nte.6 !te 
;.,uUad0-6 : 

N° de. fúj0-6 vMOne.6 N°de. 6arr¡,¿uM 

o 31 
1 168 
2 319 
3 308 
4 150 
5 24 

del aju.;.,te.. 

s o L U e ION: 

Sea X la variable que representa el número de hijos varones en una 

familiaj 

k n-k


p(X = k) P q ;con n = 5 

p y q son las probabilidades de que un hijo sea varon o hembra res­

pectivamente. 

El número medio de hijos varones observados, es: 

31.0 + 168.1 + 319.2 + 308.3 + 150.4 + 24.5 
x = 2,455. 

1000 

Como la media de la distribucion es n.p, - identificando, tendremos: 

2,455 = 5.p p = 0,49 

Por tanto, la distribución binomial ajustada, viene dada por: 

k 5-k 
p (X = k) 0,49 0,51= (~) 

Faraestudiar la bondad del ajuste, determinaremos las frecuencias 

teóricas o esperadas que recogemos en la siguiente tabla: 
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nOde hijos 
varones 

frecuencia 
observada f. 

p. = p(X=k) 
~ 

frecuencia 
teórica 

~ 

° 31 0,0345 34,5 
1 168 0,1657 165,7 
2 319 0,3185 318,5 
3 308 0,3060 306,0 
4 150 0,1470 147,0 
5 24 0,0283 28,3 

2 
- N p.)=¿(fi 

X
~2 

N Pii 

(31-34,5)2 (168-165,7)2 (319-318,5)2 (308-306)22
X + + + + 

34,5 165,7 318,5 306 

(150-147)2 (24-28,3}2
+ + 1,115 

147 28,3 

El número de grados de libertad es: 6 - 1 - 1 = 4. 
2 

Tomamos como nivel de significación a = 0,05, por lo que Xa 9,49 

Por ser 1,115 < 9,49, podemos afirmar que el ajuste es bueno 

******************** 

8.3 A lo lCUtgo de. 540 CÜM -6e. anota el nWnvr.o de. ac.c..ide.nte.-ó 
moJt..ta.le.-ó de. t.Jz.áMc.o que. -6 e. pJto dLtc.e.n e.n una c..iudad, obte.ru.éndo-6 e. lO-6 
Jte.-óuUada-ó de. la ;tabla adjunta: 

n o de. ac.c..id e.nte.-ó 
moJt..tale.-ó pOJt cU.a 

O 
1 4 

2 
3 
4 
5 

no de. CÜM 

132 
195 
120 
60 
24 
9 

a) ¿Qu~ CÜ-6.t.tU..buc..i6n podJte.mO-6 ajMtCUt y pOJt qu~? 
b) E-6tucüa.Jt la bondad del ajMte.. 
c.) ¿Cuánta-ó CÜM -6e. pJtoduc..iJtán da-ó ac.c..ide.nte.-ó moJt..tale.-ó e.n un afIO? 

http:E-6tuc�a.Jt
http:moJt..ta.le
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s O L U e ION: 

a) Comencemos calculando la media y la varianza del número de acci 

dentes por 	día. 

¿f.X. ¿f.x2


1. 1. 	 2 1. 1. -2 
X = 1 ,4; s 	 x 1 ,417. 

Di ~)i 
Como vimos al estudiar la distribución de Poisson, sabemos que 

la media es igual a la varianza, luego teniendo en cuenta lo 

obtenido, la distribución de Poiss0n nos dará una buena apro­


ximación a la distribución empírica considerada. 


La estimación insesgada del parámetro A de una distribución 


de Poisson,es x, luego: 

k

-1,4 ~p(X=k) e k! 

b) Vamos 	 a determinar la bondad del ajuste mediante un contraste 

de la "chi-cuadrado" de Pearson. 
2 

X2 =L (f i : N Pi) J 
.¡; 

Pi 

Para ello formemos la siguiente tabla: 

x . 
1. 

I f. 
1. 

p.
1. N Pi 

O 132 0,2466 133,164 
1 195 0,3452 186,408 
2 

I 120 0,2417 130,518 
3 60 0,1128 60,912 
4 24 0,0395 21,330 
5 9 0,0111 5,994 

(132-133,164) 2 (195-186,408)2 (120-130,518) 2X2 
133,164 + 186,408 + 130,518 + 

(60 - 60,912)2 (24 - 21,330)2 (9 - 5,994)2
+ 	 +. 3,10960,912 + 21,330 5,994 

El número de grados de libertad es 6-1-1 = 4. 

Tomamos el nivel de significación a = 0,05 Y buscamos en la 

tabla de la "chi-cuadrado" de Pearson, obteniendo X2 = 9,49 
a 
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Como 	 X2 < X2 , entonces la diferencia entre la distribución 
a 


empírica y la distribución de Poisson de parámetro A = 1,4 


no es 	significativa. 

cl 	 p(X = 2l 0,2417. por tanto 365.0,2417 = 88,22 

luego te6ricamente se producirán en 88 dias dos accidentes 

mortales durante un año. 

******************** 

8.4 Se. rn<.de. el. nÚlrleJW de. pa.Jr.;Uc.ulaJ.¡ a que. Ue.gan a una det~ 

rn<.nada zona pJtoc.e.de.n.-tu de. una .6UótanUa. M<üoac;t¿va e.n un c.oJtto u­

pauo de. tiempo .6iempJte. iguCLt, anotánd0.6e. lM Jtuu.e.tado.6 e.n .ea .6igtUe.~ 1 

te. tabla: 


n v de. pa.Jr.;Uc.ulaJ.¡ O 1 2 3 4 5 6 
n v de. pe.JtiodM 
de. tiempo 269 325 207 82 28 7 2 

a) AjUótM una <Ü.6tJtibuu6n de. PoiMon 
b) CCLtc.ulM la pJtobabiüdad de. que. Ue.gue.n a <Üc.ha .6upe.JtMue. 

0, 1, 2, 3, ... , 6 pa.Jr.;Uc.ulM a. 
c.) Ve.JtiMC.M el. ajUóte. me.<Üan.-te. un c.o~te. de. la X2. 

s O L U e ION: 

al El número medio de partículas a , por periodo de tiempo es: 

¿f.X. 
~ ~ 325 + 414 + 246 + 112 + 35 + 12 

x 	 = 1 ,24.
920 

¿fi 

2
La varianza empírica s , es: 

"f.x~ 
2 L.-J ~ ~ -2 

s 	 x = 1,56. 

Como la media y la varianza son casi iguales, entonces la dis 


tribución de Poisson sugerida en el enunciado nos puede pro­


porcionar un buen ajuste. 


Por otra parte, sabemos que un estimador insesgado para el p~ 


rámetro desconocido A , es la media muestral. Luego ~ = 1,24. 


-1 24 1,24
r 

Por tanto· p(X = r) = e ' 
r! 

http:anot�nd0.6e
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b) Las probabilidades de r = O, 1, 2, ... , 6. son: 

r O 1 2 3 4 5 6 

p(X = r) ,2898 ,3586 ,2222 ,0919 ,0285 ,0070 ,0014 

c) 	 Estudiemos la bondad del ajuste. 

Como los efectivos deben ser todos superiores a 5 para poder 

hacer el contraste de la X2, debemos agrupar las dos últimas 

clases, obtenien90 la siguiente tabla: 

2
(f.-Np . ) 

2 l l 
p.f . f.-Np. (f . -Np.)r N Pil l l l l l NPi 

I 

269 0,2898O 267 0,01492 4 
1 325 0,3586 330 -5 25 0,0757 
2 207 0,2222 204 0,04413 9 
3 82 0,0919 85 0,1058-3 9 

284 0,0285 26 0,153842 
5y6 9 0,0084 7 0,5714 

0,9657 

2 4 

2
Luego 	 X = 0,9657 

El núme ro de grados de libertad es: v = 6-1-1 = 4 

Tomamo s como nivel de significación a = 0,05, por tanto, de 

X2la t ab l a obtenemos el valor: = 9,49 
a 

Como 2 < x~ , aceptamos la hipótesis de que la distribución 

empírica se ajusta bien mediante la ley de Poisson de pará­

metro 1,24. 

******************** 

8.5 TOItWI1O~ l1J ¡a tnUe6Vta. de. 6SO an.á.ü.J.,-i./.; de. Mn.glte. lte.aLi.zadO!.> 
e.n. un. R..aboltato!U.o c.t.ú Li.c.o Ij an.o:tamo!'> e.R.. n.ÚYne.ltO de. rvU:t!toc.hto!'> pOIt mi. 
ÜffIe.VW c.ú.b¡c.o de. 6rutB"-e. . LO!.> lte6uLtado-6 agltupadO!.> e.n. Ú.Ue. c.R..M e6 ­

·Mn. R..O-6 que. 6-41u.Ju1tl en .ta. tctbR..a adjunta. 
a ) ¿ S e. (.Jue. de.. admd:. · q u e. et n.ÚYne.ltO de. rvU:t!to c.hto!'> -6 e. d-i.J., VU bUlj e.n. 

n.oJ¡}¡¡alme.ll.,te? 
b) CaR..c.uR..a.It l a. pll babilida.d de. que. e.R.. n.ÚYne.ltO de. rvU:t!to c.htO-6 e.n. 

tn¡'Uone.6, U U c.omplte./lcU..do e.n..tIte. 4,5 Ij 5,5. 

http:�ffIe.VW
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nOde. eJvUILo c...{;tO.6 
e.n m.U1.one..6 

nO de. a.ná.Lú.>-ú.. 

me.no.6 de. 2, 5 8 
2,5 - 3,5 52 
3,5 - 4,5 140 
4,5 - 5,5 210 
5,5 - 6,5 160 
6,5 - 7,5 70 
7,5 lj mM 10 

s O L U e ION: 

a) 	 Vamos a ajustar una distribución normal a la distribuc ión emPi 

rica dada, para determinar a continuación la bondad del ajuste. 

La media y varianza muestrales son: 
2¿f . X. 3'312 	 I}·x -21 1 	 2 1 1 x = -- :: 5,09. 	 S X = 1 ,45 .

650
N 	 N 

2 A2La estimación insesgada de Il es x y la de a es s , siendo: 

N 2 ---s 
N - 1 

aunque al ser N grande ~ 2 '" s2 

La distribución normal, a la que puede ajustarse esta distribu­

ción teórica será: N(5,09 1,45), 

Por tanto, las probabilidades teóricas asociadas a cada clase, 

las recogemos en la siguiente tabla: 

clases x . 
1 

f. 
1 

f.x. 
1 1 

2
f.x. 

1 1 Pi NPi 

1,5-2,5 
2,5-3,5 
3,5- 4,5 
4,5-5,5 
5,5-6,5 
6,5-7,5 
7,5-8,5 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

! 

8 
52 

140 
210 
160 

70 
10 

16 
156 
560 

1050 
960 
490 

80 

32 
468 

2240 
5250 
5760 
3430 

640 

0,0138 
0,0765 
0,2168 
0,3208 
0,2476 
0,1003 
0,0206 

8,97 
49,7 2 

140,92 
208,52 
160,94 
65,19 
13,39 

T O TAL E S 650 3312 17820 
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1 
~L...J (f.-Np.) 

1 1 

NPi 

2 2 2(8-8,97)2 (52-49,72) + (140-140,92) + (210-208,52) +--'--"--""'"-- + 
8,97 49,72 140,92 208,52 

(160-160,94)2 (70-65,19)2 (10-1 3 , 39) 2+ --'----~""'"-- + + 1,44.
160,94 65,19 13,39 

El número de grados de libertad es: v = 7-1-2 4. 
2

Para el nivel de significación a 0,05, tenemos X = 9,49.
2 a 

Por ser XL < X , admitiremos que la variable número de eri 
a 

trocitos, se distribuye según una N(5,09 1,45) 

b) p(4,5 ~ X ~ 5,5) = 0,3208. Este valor ya fué calculado ante­

riormente para determinar la bondad del ajuste. 

******************** 

8.6 UYla c.e.n:tJta.l de. tJtay¡J., 6oJr.mau6Yl de. pJtodudoJ.J lade.oJ.J pJtodu­
c.e. Uyl pJte.paJtado paJta ¡Uñ.OJ.J e.yl e.dad de. ladartW. Se. artaLLza a c.o nte. ­
¡Udo de. mat~ gJtaJ.Ja de. loJ.J ~moJ.J. Pa/ta ~o J.Je. ~za UYla mUe.J.JtJta 
de. 742 pJte.paJtadoJ.J y loJ.J Jte.J.JuLtadoJ.J agJtupadoJ.J e.yl 8 ÜMe.J.J e.J.JtáYl e.xpJte.­
J.JadM e.yl la J.J-tgLÚe.nte. tabla: 

0,255 - 0,'2.85 6 
0,'2.85 - 0,315 38 
0,315 - 0,345 66 
0,345 - 0,375 737 
0,375 - 0,405 240 
0,405 - 0,435 162 
0,435 - 0,465 84 
0,465 - 0,495 15 

al ¿Se. pue.de. a~ QUe. le. c.onte.¡Udo de. mat~a gJtaJ.Ja J.Je. ~~ 
buye. YloJr.malme.nte.? ­

bl CMC.u.laJt lM pJtobabil-tdade.J.J te.ÓJt-tC.M MouadM a c.ada -tn:te.Jtva 
lo. 

c.l Coy¡tJtaJ.¡taJt la bOYldad da ajMte. me.d-tante. la X2. 

s O L U e ION: ""f. x.L.J 1 1 288,60
a) La media es: X = ----- 0,39.

742 

http:gJtaJ.Ja
http:gJtaJ.Ja
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La varianza muestral es: 

~f.x~ 
2 L..J 1. 1. -2 113,5692 

x - 0,15 0,0018; s = 0,042.s 
742 

clases x. 
1. 

f . 
1. 

f.x . 
1. 1. 

f xZ 
1. 1. 

0,255 ­ 0,285 
0,285-0,315 
0,315 ­ 0,345 
0,345 ­ 0,375 
0,375 ­ 0,405 
0,405 ­ 0,435 
0,435 ­ 0,465 
0,465 ­ 0,495 

0,27 
0,30 
0,33 
0,36 
0,39 
0,42 
0,45 
0,48 

6 
38 
66 

131 
240 
162 
84 
15 

1,62 
11,40 
21 ,78 
47,16 
93,60 
68,04 
37,80 
7,20 

0,4374 
3,4200 
7,1874 

16,9776 
36,5040 
28,5768 
17,0100 

3,'4560 

T O TAL E S 742 288,60 113,5692 

Si construimos el correspondiente histograma de frecuencias, 


nos sugiere un ajuste por medio de una distribucion N(~ , a).' 


Una estimación puntual insesgada de ~ es x y de 0 2 es ~2 


pero como en este caso la muestra es grande, podemos identifi ­

car 


Por tanto la distribución sera: N(0,39 0,042) 


b) Las probabilidades teóricas asociadas se calculan por medio de 

la tabla de la N(O , 1), 

0,255-0,39 0,285-0,39J
p(0,255 < X ~ 0,285) PO,[ 042 < Z < ° , 04 2 

0,9993 - 0,9938 = 0,0055. 

DeI mismo modo tendremos: 

p(0,285 < X ~ 0,315) 0,0313. 


p(0,315 < X ~ 0,345) 0,1048. 


p(0,345 < X ~ 0,375) 0,2171. \ ( 
 -:.
1 I ~~ 

Ce ' ­p(0,375 < X ~ 0,405) 0,2812. ~ '-0' " r 

- I # 

t • L \ p(0,405 < X ~ 0,435) 0,2171. 

7)" p(0,435 < X ~ 0,465) 0,1048. 
l!p(0,465 < X ~ 0,495) 0,0313. 
:1 "\~t¡l 

~ 

'L :S 
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c) Formemos el estadístico del contraste: 

¿ 2 
X 2 = _(_fl:;;..·_-_N_p_i _) 

25,8022. 

N Pi 

El número de grados de libertad es: v 8-1-2 5. 

clases f . Pi NPi f . -Np. (f. _Np.)2 
{f . -Npj

l l 

l l l l l Np.
l 

0,255-0,285 6 0,0055 4,0810 1 ,919O 3,6825 0,9023 
0,285-0,315 38 0,0313 23,2246 14,7754 217 ,6805 9,3728 
0,315-0,345 66 0,1048 77,7616 -11,7616 138,3352 1 ,7789 
0,345-0,375 131 0,2171 161,0882 ~0,0882 905,2997 5,6199 
0,375-0,405 240 0,2812 208,6504 31,3496 982,7974 4,7102 
0,405-0,435 162 0,2171 161,0882 0,9118 0,8313 0,0051 
0,435-0,465 84 0,1048 77,7616 6,2384 38,9176 0,5004 
0,465-0,495 15 0,0313 23,2246 -8,2246 67,6440 2,9126 

25,8022 

Tomamos un nivel de significación del 0,05, de donde: 

X2 = 11,07
a 

2 2 
Como X > Xa' no podemos afirmar que el contenido de grasa 

siga una distribución normal N{0,39, 0,042). 

******************** 

8.7 T~ol.J un dado 720 veCeh y obtenemol.J lol.J l.J~g~enteh ne-
l.JuLtadol.J : 

x . 
.{. 6· .{. 

1 116 
2 120 
3 115 
4 120 
5 125 
6 124 

Corr.;tJz.Mtehe la Iu:.p6teh~ de que el dado ehtá. b~en COn.6­

.tJu..Udo al Mvel de l.J~gMMcau6n Ct = O, 01. 

s O L U e ION: 
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Formulamos la hipótesis H " el dado está bien construido~ 
o 

Según H , la probabilidad teórica para cada cara del dado s e rá: 
o 6' 

por tanto las frecuencias esperadas serán, para todo valor de x . : 
1 

~ 

frecuencia esperada de x = 720'6 = 120.
i 

2
(116-120)2 (120-120)2 (115-120)2 + (120-120) (125-120)2

+ + + 120 +120 120 120 120 

(124-120)2
+ 0,683

120 

El número de grados de libertad es: v = 6-1 5. 

Para a = 0.01 se tiene que: x~ = 15,09. 

Como X2 < X2 admitimos la hipótesis de que el dado está bien cons­a' 
truido. 

******************** 

8.8 Pcvw. c.omplW baJr.. 1M leye.J.¡ de M endel, cJU.Lzamo.6 gu-UaYl-te.J.¡ 
obten{endo 10.6 .6~g~eYl-te.J.¡ ~e.J.¡ultado.6: 

, 
v~de.J.¡v~de.J.¡am~o.6 am~o.6 

Mg0.60.6W0.6 ~ug0.60.6 W0.6 

~ núm~o de 262 91 3186gu-UaYl-te.J.¡ 

LM plWponuone.J.¡ e.J.¡p~dM .6On 9, 3, 3, 1. 
¿Co~~c.en e.J.¡t0.6 ~e.J.¡ultado.6 obten{d0.6, 1M p~OpMUO­

ne.J.¡ e.J.¡PeMM.6? E.6tu~e.J.¡e al n{vel de .6~gn{Mc.au6y¡ del 1%. 

s O L U e ION: 

El número teórico de guisantes de cada uno de los dos tipos citados 

según las proporciones conocidas, será: 

amarillos lisos 2-- 470 264,375.
16 
3

amarillos rugosos ;6 .470 88,125. 

3
verdes lisos 16 .470 88,125. 

1
verdes rugosos 16. 470 29,375 

Según esto, el estadístico X2 , será: 

http:Co~~c.en
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(262-264,375)2 (91-88,125)2 (86-81,125) 2 (31-29,375)2
--=-----'---'-- + "'"'-----"'-----'~ + --=----...:.......-"--'--'---'-~ + 

264,375 88,125 81 ,125 29,375 

0,498 

El número de grados de libertad es: v 4 - 1 3. 

Para a = 0,01, tenemos X2= 11,24. 
a 

Como X2 < X2 podemos afirmar que los resultados experimentales, es­
a 


tan de acuerdo con las proporciones teóricas proporcionadas por las 


leyes de Mendel. 

******************** 

8.9 	 AYLte ww. ep-ide.mia .6 e de!.> ea c.on;tJuv.,tCVt .6-i padec.vr.. -ta e~ 
6~edad e!.> ~ndepend-<.eYLte de una vac.una~6n p~ev~a. p~ ~o, .6e to 
ma una mUe!.>tM de 300 peMona.6 Ij .6e obtuv-ivr..on -tO.6 .6~gMeYLte!.> ~e!.>u-t-:­
tado.6: 

............. ENFERHOS 
SI NO

VACUN~"'-.... 

SI 40 110 150 

NO 52 98 150 

92 208 300 .s O L U e ION . 

Hacemos la hipótesis de que la vacunación no tiene ninguna influen­

cia a la hora de padecer la enfermedad, o lo que es lo mismo que es 

independiente padecer la enfermedad del hecho de estar vacunado. 

Las frecuencias teóricas o esperadas bajo la hipótesis H , serán: 
o

92 
p = 300 

Por tanto, la tabla de frecuencias teóricas será: 

"ENFERMOS 

~AC~S-.. SI NO 

SI 46 ' 
1 ~ .' 

~ 104 
.­

NO 46 " 104 

http:padec.vr
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(40-46)2 (110-104)2 (52-46)2 (98-104)2--'----'-- + --'-----'-- + --'---':"""" + 2,257.
46 104 46 104 

El número de grados de libertad es: v = 1. 

Tomando a = 0,05, tenemos X2 = 3,84.
a 

Como X2 < X2 , aceptamos la hipótesis, es decir, e l padecer la 
a 

enfermedad es independiente del estar vacunado. 

Aplicando la correción de Yates, habriamos obtenido: 

(140-46 1 _0,5)2 ( 1110-104 1 -O, 5) 2 (1 52 - 46 1 _0,5)2 + x2 (corregida) = ~.----~.--~~-- + . +
46 104 46 

+ (198-1041 -0,5) 2 
1,897.

104 

Por supuesto, que también así aceptamos la hipótesis. 


De una manera general diremos, que la corrección de Yates siempre dis 


minuye el valor de X2. 


******************** 

8.10 Lo)., lLeJ.J u.U.adM de. una e.nc.ueJ.Jta lLe.a.Uzada c.a n el. Mn de. de. 
t~nall., ).,~ ta e.dad de. t a)., ~n~v~dua)., ~nntuye. a ta hOlLa de. c.ontlLae.ll.­
una e.nne./Lme.dad, nUe.ll.on ta)., ).,~9~e.nteJ.J: 

EDAD 
Cantltae.n ta e.nne.ll.me.dad 

SI NO 

me.no)., de. 1 5 año)., 
15 - 30 
30 - 45 
45 - 60 

mCÍ6 de. 60 año)., 

38 
45 
30 
22 
20 

44 
28 
54 
62 
57 

755 245 
¿Se. pue.de. acimU.-út ta ~p6teJ.J~ de. que. el. núme.ll.o de. ~n~­

v~duo)., que. c.ontll.ae.n ta e.n ne.ll.me.dad , eJ.J ~nde.pe.n~e.nte. de. ta e.dad? 

s O L U e ION: 

Bajo la hipótesis H , de que la edad no tiene ninguna importancia a 
o 

la hora de contraer una enfermedad, cabria esperar las siguientes fre 

cuencias teóricas que recogemos en la tabla adjunta, teniendo en cuen 
155 155 

ta que; p = 155+245 400 

http:nUe.ll.on
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y lo visto en el apartado 3 del presente capítulo. 


Por ejemplo, la frecuencia teórica de los contraen la enfermedad y

82 . . , ,' .. 

tienen menos de 15 años, sera: 400.155 = 31,775. 

Analogamente obtendriamos las demas frecuencias teóricas. 

EDADES 

Contraen la enfermedad 

SI NO 

Menos de 15 años 
De 15 a 30 
De 30 a 45 
De 45 a 60 
Mas de 60 años 

31,775 
28,2875 
32,55 
32,55 
29,8375 

50,225 
44,7125 
51,45 
51,45 
47,1625 

X2 (38-31,775)2 (45-28,2875)2 (30-32,55)2 (22-32,55)2
+ +31,775 + 28,2875 32,55 + 32,55 

(20-29,8375)2 (44-50,225) 2 (28-44,7125)2 '(54-51,45)2
+ +29,8375 50,225 + 44,7125 + 51,45 + 

(62-51,45) 2 (57-47,1625)2
+ + 29,316.

51,45 47,1625 

El número de grados de libertad es: v 5-1 4. 

X2Tomando a 0,05, tenemos 9,49.
CI. 

X2Como > X2, rechazamos la hipótesis H , luego el número de pe~
CI. o 

sonas que contraen la enfermedad no es independiente de la edad. 

******************** 

8.11 A .ta m{;tad de.túJ.> 160 entÍVtmo.6 de un ho.6p.J:a1. .6e .tu .60­
mete a un dete.JUn<.nado tJtatamteYI-to ad..[uonal T, c.oYI-tab-iLlzándo.6e al c.a 
bo de un ueJl;to tiempo que el'Ltlte utO.6 .6 e han Jtec.upeJl.ado 63,!?"'{ e YI-t1Ut6 
que de .tO.6 no Vtatado.6 .6o.tameYI-te .6e han Jtec.upeJl.ado 57. 

Con:tJt.á..6tue .ta fúp6tu,u de que .ta c.UJtau6n u -tndepen­
d..[eYI-te de .ea apUc.au6n de.t tJr..a.;tam,LeYI-to T, al n-i..ve.t de .6-tgn-i..Mc.au6n 
CI. = 0,05. 

s O L U e ION: 

Los datos del enunciado vamos a expresarlos e n forma de tabla de contin 

gencia. 

http:6-tgn-i..Mc
http:c.oYI-tab-iLlz�ndo.6e
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CURADOS NO CURADOS TOTAL 

CON TRATAMIENTO T 63 17 80 

SIN TRATAMIENTO T 57 23 80 

TOTAL 120 40 160 

Si hacemos la hipótesis H, de que el tratamiento T no tiene ninguna 


influencia a efectos de curación, es equivalente a afirmar que es in 


dependiente la curación de la aplicación del tratamiento. 


Por tanto, las frecuencias esperadas bajo la hipótesis H, serán: 


CURADOS NO CURADOS TOTAL 

CON TRATAMIENTO T 60 20 80 

SIN TRATAMIENTO T 60 20 80 

TOTAL 120 40 160 

(63-60)2 (57-60)2 (17-20)2 (23-20)2 
1,260 + 60 + 20 + 20 

Buscamos en las tablas de la X2 para a = 0,05 Y v = 1, 

obteniendo: X2 = 3,84 
a 

Luego, como X2 < X2, aceptaremos la hipótesis, es decir, el trata­
a 

miento no tiene ninguna influencia a efectos de curación. 

También podiamos calcular el valor de X2 , sin necesidad de obtener 

previamente las frecuencias teóricas, como vimos es la página 255 

para tablas 2 x 2 ­

160(63.23-17.57)2 
= 1,2 

80.80.120.40 

******************** 

8.12 Con-tJuíl.lte4e. la fúp6teJ.¡-Ú¡ H de Que la pJtopOltu6y¡ de eJ.¡tucü.a~ 
teJ.¡ ~U6pey¡cü.do~ ey¡ BIOESTAVISTICA, poJt°.to~ ~uatJto pJt0neJ.¡oJteJ.¡ de cü.~ha 

http:poJt�.to
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CURADOS NO CURADOS TOTAL 

CON TRATAMIENTO T 63 17 80 

SIN TRATAMIENTO T 57 23 80 

TOTAL 120 40 160 

Si hacemos la hipótesis H, de que el tratamiento T no tiene ningllila 


influencia a efectos de curación, es equivalente a afirmar que es in 


dependiente la curación de la aplicación de¡ tratamiento. 


Por tanto, las frecuencias esperadas bajo la hipótesis H, serán: 


CURADOS NO CURADOS TOTAL 

CON TRATAMIENTO T 60 20 80 

SIN TRATAMIENTO T 60 20 80 

TOTAL 120 40 160 

2
(63-60)2 (57-60) + (17-20) 

2 
+ (23- 20) 

2 
~":"""-6"':"0::"":""- + 1,2

60 20 20 

Buscamos en las tablas de la X2 para a = 0,05 Y v 1 , 

obteniendo: X2 = 3,84 
a 

Luego, como X2 < X2 aceptaremos la hipótesis, es decir, el trata­
a' 

miento no tiene ninguna influencia a efectos de curación. 

También podiamos calcular el valor de X2 , sin necesidad de obtener 

previamente las frecuencias teóricas, como vimos es la página 255 

para tablas 2 x 2 . 

160(63.23-17.57)2 
1 ,2 

80.80.120.40 

******************** 

8.12 Corz;tJz.á,6:tM e la ?úp6:tM-Ú> H de que la. pll.opOftu6Yl de M:tucüa~ 
:tM ~u..6peYlcüdo~ eYl BIOESTAVISTlCA, pOIl.°lo~ cu..a:tll.o pll.06MOll.M de cücha 
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CURADOS NO CURADOS TOTAL 

CON TRATAMIENTO T 63 17 80 

SIN TRATAMIENTO T 57 23 80 

TOTAL 120 40 160 

Si hacemos la hipótesis H, de que el tratamiento T no tiene ninguna 


influencia a efectos de curación, es equivalente a afirmar que es in 


dependiente la curación de la aplicación de¡ tratamiento. 


Por tanto, las frecuencias esperadas bajo la hipótesis H, serán: 


CURADOS NO CURADOS TOTAL 

CON TRATAMIENTO T 60 20 80 

SIN TRATAMIENTO T 60 20 80 

TOTAL 120 40 160 

(63-60)2 (57-60)2 (17-20)2 (23-20)2 
1,260 + 60 + 20 + 20 

Buscamos en las tablas de la X2 para a = 0,05 Y v = 1, 

obteniendo: X2 = 3,84 
a 

Luego, como X2 < X2 aceptaremos la hipótesis, es decir, el trata­a ' 
miento no tiene ninguna influencia a efectos de curación. 

También podiamos calcular el valor de X2, sin necesidad de obtener 

previamente las frecuencias teóricas, como vimos es la página 255 

para tablas 2 x 2. 

160(63.23-17.57)2 = 1 ,2 
80.80.120.40 

******************** 

8.12 CoY!Vtá.l.>-te/.Je. ia IUp6-te/.J-<A H de. que.ia pllOpOllU6Yl de. e/.J-tucüa!!: 
-te/.J ~U6pe.Ylcüdo~ e.Yl BIOESTAVISTICA, pOlloio~ cua.tJr.o pllo6e/.JOlle/.J de. cücha 

, 
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8.13 El ILencUmú.n;to de la c.0.6 ec.ha de un c.eJteal .6 e. c.onÚ.deJta. 
muy bueno, .6~ la pJtOduc.~ón e.6 .6Up~OIL a 25 KgJt.6.polL a.Jtea de c.~ 
vo, bueno .6~ e.6 .6Up~O!t a 15 KgJt.6. Y malo .6 ~ no llega a 15 kgJt.6. 

Se hac.en 30 de;t~ytQ.~one.6 de.t ILenc:UJr¡.{en;to en o;(:Jr..a..6 .tan 
.ta..6 pa.Jtc.e.ta..6 donde .6 e ha .6 embILado c.eJteal de tipo A, y 30 de;t~na-­
~o ne.6 en pa.Jtc.e.ta..6 do nde .6 e .6 embILó un c.eJteal tipo B. 

Lo.6 ILe.6u..t.tad0.6 .6Qn lo.6 .6~g~en;te.6: 

Tipo de cereal 

R d':-:­en Imlento ...... A B 

HUY BUENO 10 12 

BUENO 14 10 

HALO 6 8 

¿Son ~gua..tmen;te e6ec.tivo.6 pa.Jta. e.t c.~vo lo.6 do.6 tipO.6 
de c.eJteale.6 A y B? 

s O L U e ION: 

Formulamos la hipótesis H de que los dos tipos de cereales A y B 
o 

nos producen el mismo rendimiento en su c~ltivo. 

Según esto: 

- La probabilidad de que una parcela tenga un rendimiento muy 
10 + 12 

bueno es: 60 = 0,36. 

- La probabilidad de que una parcela tenga un rendimiento bueno 
14 + 10 

es: 60 = 0,40. 

- La probabilidad de que una parcela tenga un rendimiento malo 
6 + 8 

es: 60 = 0,23. 

Se trata de un contraste de homogeneidad. En función de lo anterior 

las frecuencias teóricas o esperadas, serán las que figuran en la 

tabla de la página siguiente 

Como todas las frecuencias teóricas son superiores a S, no es preci­

so tener que agrupar ninguna clase, de manera que podemos calcular 

directamente el estadístico X2. 

http:pa.Jtc.e.ta
http:pa.Jtc.e.ta
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a.6'¿gnatuJr.a. nu.~ ta. m<:.6ma., paJr..a. un Mvel de úgMMc.a.u6n del 5%, Ú 
una. vez err..:tltega.da.6 .ta.6 a.Ua.6, to!'> lte.J.¡uUa.do~ nu.e.Jton: 

Plton A PItO nB Pitan e PltotÍ V tota..t 

APROBADOS 150 141 168 152 611 

SUSPENSOS 30 40 32 37 139 

to:t.a..t 180 181 200 189 750 

s o L U e ION: 

139
Bajo la hipótesis H , la proporción de suspensos será: 

o P = 750 

por tanto la frecuencia teórica o esperada correspondiente a suspen­

sos por el Profesor A., será: 

180.139 
33,36

750 

y análogamente calculariamos las demás. 

La tabla de frecuencias teóricas será: 

Prof A Prof B Prof C Prof D 

APROBADOS 146,64 147,46 162,94 153,98 

SUSPENSOS 33,36 33,54 37,06 35,02 

X2 (150-146,64)2 (141-147,46)2 (168-162,94)2
+ + + (15~~~~~~98)2 + 

146,64 147,46 162,94 

(30-33,36)2 (40-33,54)2 (32-37,06)2 (37-35,02)2
+ + + + = 2,928

33,36 33,54 37,06 35,02 

El número de grados de libertad es: v = 4-1 3. 

X2Tomando a = 0,05, se tiene que = 7,81. 
a 

Luego, al ser aceptaremos la hipótesis,. es decir, admiti­

remos que las proporciones de suspensos de los distintos profesores 

son iguales. 

******************** 

http:lte.J.�uUa.do
http:err..:tltega.da
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FRECUENCIAS TEORICAS 


~Tipo de c~real 

Rendimi~ A B 

MUY BUENO 11 11 

BUENO 12 12 

MALO 7 7 

El estadístico X2 será: 

(10-11) 2 (14-12) 2 (6_7)2 (12-11) 2 (10-12)2 (8_7)2 
~----~ + ~----~ + + ~----"'-- + + 

11 12 7 11 12 7 

1,134 

El número de grados de libertad es: v = 3-1 = 2. 


Tomamos como nivel de significación a = 0,05, de donde X2 = 5,99. 

a 

Por ser X2 < X2 no existe diferencia significativa entre la distria' 
bución teórica y la observada, es decir, el rendimiento de muy bueno 

bueno y malo es independiente del tipo de cereal sembrado A o B. 

******************** 

8.14 La ob-6eJLvau6n de 302 '¿ncüv'¿duo ,~ pJtoc.edeMe-6 de la -6egu~ 
da geneJLau6n de padJte-6 de /taza pu..Jta 

FENOTIPO FENOTIPO FENOTIPO FENOTIPO 
Al Vl AR VR 

número de 
individuos 161 61 63 17 

CÜóeJLenuado-6 poJt dO-6 paJte-6 de c.aJtac.:teJte-6 a.te.tomoJtóo~ AALL, VVRR, en 
lO!.> que l O!.> c.aJtac.:teJLe-6 A Ij L J.¡Qn dom,tnaMe-6, han dado lO!.> Jte-6uUadO-6 
que 6'¿gUJtan en .ta tab.ta. 

¿Se puede c.on;.,,¿deJLM que e.t c.JteUrn<.eMo ha -6egu..-tdo la;., 
lelje-6 de Mende.t c.on un n,tve.t de c.onó,tanza de.t 95%? 

s O L U e ION: 

Las probabilidades teoricas de cada fenotipo, suponiendo que se cum­
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plan las leyes de Mendel, son las que figuran en la presente tabla: 

junto con el número teórico de cada fenotipo: 

FENOTIPO 
AL 

FENOTIPO 
VL 

FENOTIPO 
AR 

FENOTIPO 
VR 

probabilidad 9/16 3/16 3/16 1/16 

número teórico 
de individuos 169 57 57 19 

(161-169)2 (61-57)2 (63-57)2 (17-19)2 

X2 = 169 + 57 + 57 + 19 1,50 


El número de grados de libertad es: v = 4-1 = 3. 

Tornando a = 0,05, resulta 7,81. 

Por ser X2 < X2, aceptarnos la hipótesis de que el crecimiento se ha 
a 


hecho siguiendo las leyes de Mendel. 


******************** 

8.15 En la .:tabla adjun..:ta -6e Jte6fejan lM no.:tM de BIOESTAVIS­
TI CA Ij FIS ro LOGI A de una mUM.:tJta de 100 afumn0-6. 

BIOESTADISTICA 

Sobres. Notable Aprobad. Suspenso 

FISIOLOGIA 

Sobres. 10 6 4 4 

Notable 6 4 8 6 

Aprobado 4 1 8 3 4 

Suspenso 6 2 6 9 

PaIta un ~ve.e. de -6~g~6~caC{6n a = 0,01, ¿-6on ~ndepen­
~en..:tM lM caUMcac{onM ob.:te~dM en ambM M~gna.:tUJta-6? 

s O L U e ION: 

Formularnos la hipótesis H de que las notas de FISIOLOGIA son inde­
o 
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I • 

pendientes de las obtenidas en BIOESTADISTICA. 

Según esta hipótesis: 

- La probabilidad de obtener sobresaliente en FISIOLOGIA, es:I, 10 + 6 + 4 + 4 
0,24

100
11 

- La probabilidad de obtener notable en FSIOLOGIA, es: 
6 + 4 + 8 + 6 

0,24
100 

- La probabilidad de obtener aprobado en FISIOLOGIA, es: 
4 + 18 + 3 + 4 

0,29
100 

- La probabilidad de obtener suspenso en FISIOLOGIA, es: 
6 + 2 + 6 + 9 

0,23
100 

según estas probabilidades, las frecuencias teóricas serán las ex­

presadas en la siguiente tabla: 

BIOESTADlSTlCA 

FISIOLOGIA 


Sobres. Notable Aprobad. Suspenso 

Sobresal. 6,24 7,2 5,04 5,52 

Notable 6,24 7,2 5,04 5,52 

I Aprobado
l' 

7,54 8,7 6,09 6,67 

Suspenso 5,98 6,9 4,83 5,29 

X2 (10-6,24) 2 (6-7,2)2 (4-5,04)2 (4-5,52)2 (6-6,24)2
+ + + + +

6,24 7,2 5,04 5,52 6,24 

(4-7,2)2 (8-5,04) 
2 

+ (6-5,52)2 (4-7,54)2 (18-8,7) 2 
+ + +7,2 + 5,04 5,52 + 7,54 8,7 

(3-6,09)2 (4-6,67)2 (6-5,98)2 (2-6,9)2 (6-4,83)2
+ + + + + +

6,09 6,67 5,98 6,9 4,83 

(9-5,29)2
+ 26,915

5,29 

El número de grados de libertad es: \i (4-1) • (4-1) 9. 

Tomando a = 0,01 se tiene que X2 21,66. 
a 

Al ser X2 > X2 , rechazamos la hipótesis, es decir las calificacio­
a 

nes en FISIOLOGIA y BIOESTADISTICA no son independientes. 
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8.16 PalUt c.WWJl. un.a uVlta e.n. áeJr.me.dad , .6e. !.>abe. que. e.w;(:e. 5 
~e.n.to.6 cL¿áeAe.n.te..6. Ap¿¿c.ado.6 pOlt .6e.palUtdo, c.ada un.o , a un. gltU 
po de. e.n.6e.Jtmo.6 que. pade.c.e.n. ~a e.n. áeJr.me.dad , .6e. han. ob.6eAvado Lo.6 .6~~ 
g~e.n.te..6 lte..6uUad0.6: 

CURADOS NO CURADOS TOTAL 

TRATAH lENTO A 

TRATAM lENTO 8 

TRATAMIENTO C 

TRATAMIENTO D 

TRATAMIENTO E 

TOTAL 

61 

50 

63 
66 

60 

300 

15 

14 

18 

23 

30 

100 

76 

64 

81 

89 

90 

400 

¿Se. pue.de. c.on..6~deAaJt que. La e.6~c.a~ de. Lo.6 5 tJtatamie.n. 
;(:0.6 e..6 La rn<..6ma, c.on. un. Mvel. de. c.on.6~za del. 95%? 

s O L U e ION: 

Formulamos la hipótesis H , de que la eficacia de los cinc o tratamien 
o 

tos es la misma. En este caso, la mejor estimación del porcentaje teó 
300 

rico de curación será: p = 400 = 0,75. 

El número teórico de e nfermos curados con cada tratamiento son los que 

figuran en la siguiente tabla: 

FRECUENCIAS TEORICAS 

CURADOS NO CURADOS 

TRATAMIENTO A 57 19 

TRATAMI ENTO 8 48 16 

TRATAMI ENTO C 60,75 20,25 

TRATAH lENTO D 66,75 22,25 

TRATAMIENTO E 67,50 22,50 

Luego el estadístico X2 tomará el siguiente valor: 

http:g~e.n.te
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(61-57)2 (50-48)2 (63-60,75)2 (66-66,75)2 (60-67,50)2
X2 + + + + +

57 48 60,75 66,75 67,50 


( 1 5-19) 2 (14-16) 2 (18-20,25)2 (23-22,25)2 (30-22,50)2 

t + + +

19 16 20,25 22,25 22,50 

5,156 

El número de grados de libertad es: \) = 5-1 4. 

Tomando el = 0,05, se tiene que X2= 9,49.
el 

Al ser X2 < X2, aceptaremos la hipótesis H , es decir, admitiremos 
el o 

que los cinco tratamientos si tienen la misma eficacia. 

******************** 
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9- ANALISIS 

DE LA VARIANZA 

l. INTRODUCCION 

Dentro de 105 problemas de homogeneidad, y para el caso de ca­

racteres cuantitativos, estudiaremos el an~~ de la v~anza. 

Problemas típicos del anál isis de la varianza, son: 

- Se apl ican 4 somnrferos A,S,C,D a cuatro grupos de indivi­

duos y se toma como variable efecto los tiempos que tardan 

en dormirse. Nos preguntamos: ¿los efectos medios de los 

cuatro somníferos son iguales? 

Se siembran 5 tipos de maiz y se someten al mismo tratamien 

to de humedad, temperatura y composición del suelo, midién­

dose a continuación los rendimientos. ¿Serán los rendimien­

tos medios iguales? 

El comparar 105 efectos medios para dos sonníferos, o los ren­

dimientos de dos tipos de maiz, ya lo hicimos mediante una t de Stu­

dent en el capítulo anterior. Podriamos pensar, en comparar, por 

ejemplo, el somnífero A con el S, luego con el e, con el D, el S con 

el e, etc. Pero al hacer una gran número de comparaciones por sepa­

rado, nos encontrariamos cierto número de diferencias significativas 

sin que fuera~ tales, sino debidas 6nicamente al azar en la toma de 

las muestras. 

El anál isis de la varianza es precisamente el método que nos 

pérmite superar los problemas de diferencias significativas cuando 
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se hacen varias comparaciones y así mismo, nos permitirá contestar si 

existe diferencia entre los efectos o los rendimientos medios de los 

ejemplos anteriores. 

2. ANALISIS DE LA VARIANZA CON UN FACTOR DE VARIACION 

Representamos en una tabla el conjunto de observaciones x .. co­
IJ 

rrespondientes a k grupos, i representa el grupo y j el elemento den 

tro del grupo. 

Es decir : 

GRUPOS OBSERVACIONES 
TAMANO 

MUESTRA 
MEDIAS 
MUESTR 

g.l 
MEDIAS 
POBLAC. 

VARIANZ. 
MUESTR. 

1 

2 

x 11 ' xl 2 ' ••• , x 1 n 1 

x 21 ,x22 "" 'X
2n2 

n
l 

n
2 

-
xl 

-x
2 

n -1
1 

n 2-1 

\.1 1 

\.1 2 

2 
51 

2 
s2 

. · 
· 
· 

· 
· 
· 

· 
· 
· 

· 
· 
· 

· 
· 
· 

· 
· 
· 

k xkl,xk2,···,xknk n
k 

-
x

k 
n

k
-l \.1 k 

2 
sk 

Suponemos que las observacibnes del grupo proceden de una po­

blación normal N( \.I . , a}, en donde a no depende de i, es decir, to­
I 

das las poblaciones se suponen normales con igual varianza e indepe~ 

dientes. 

Vamos a contrastar la hipótesis H, de que todas las medias \.l. 
I 

son iguales: 

\.1 1 I 
t 

Representaremos por N, el nGmero total de observaciones: 


N = nI + n + ... + n
2 k 

y por X, la media de todas las observaciones. 
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El anál isis de la varianza consiste 	en la obtención de dos es­

0 2timaciones independientes de la varianza común de las k poblaci~ 

nes. 

Una estimación de 0 2 , viene dada por la varianza de~o de to~ 

gnupo~ o v~~anza ~~idual, que se obtiene calculando la media de 

las varianzas de cada grupo ponderadas por el número de grados de 

1 i bertad de cada una de ellas. 

(nl-l)sl
2 

+ (n 2-l)s2
2 

+2 
SI 

S~ es un estimador insesgado de 0 2 , independiente de la hipótesis 

que se haga sobre las medias ~ .. 
I 

0 2La otra estimación de , viene dada por la viVUanza e~e g/tupM: 
k 

1S2 L n. (x. - X) 2 
2 k-l I I 


i = 1 


0 2
que es un estimador insesgado de si: ~l 

La significación de la diferenc ia entre estas dos estimaciones 

nos la proporciona el cociente: S2
2 

7
1 

Este cociente, en caso de que las medias de las poblaciones 

sean iguales, es una F de Snedecorcon (k-l , N-k) grados de 1iber 

tad. 

Fijado un nivel de significación a , aceptaremos la hipótesis 

de igualdad de medias, si la razón: 
S2 

2
F , es tal que, F < F a , k-l, N-k 

PREPARACION DE LOS CALCULOS.­

Para calcular de una manera ordenada el valor de F, es conveniente 

disponer las operaciones como se reflejan en el cuadro adjunto, el 

cual nos pérmite sistematizar y simpl ificar los cálculos. 
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GRUPOS 


1 


2 


OBSERVACIONES l~~~s 

nX11,x12"",x1n1 1 

nx 21 ,x22 '· .• ,x 22n2 

S . 
1 

Sl 


S2 


SC . 
1 

SC 
1 

SC 
2 

2
S ./n . 

1 1 

2 
S/n 1 

2 
S/n2 

2 
nk SC SIJn kxk1,xk2,···,xknk k \ k 

¿S~/n.:¿}¡=N ¿Si DC¡ I I 

VARIACION S C D g . l 

ENTRE GRUPOS E =¿ST (¿S/ 
-

n. N 
I 

k-1 S2 E 
= k-12 

DENTRO DE 
LOS GRUPOS 

D T - E= N-k S2 D 
= 

1 N-k 

TOTAL 

2
(~S¡) 

T =¿SC¡­
N 

F 52 / S2= 
2 1 

S. es la suma de las observaciones del grupo i: S¡ =¿x ij 
j 

S C. es la suma de los cuadrados de las observaciones del grupo i: 

I 

I 

S C. =¿x~ . 
I . I J 

J 

S C D es la suma de los cuadrados de las desviaciones. 
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3. 	 ANALISIS DE LA VARIANZA CON DOS FACTORES INDEPENDIEN­

TES DE VARIACION 

Supongamos que tenemos un número m de máquinas que fabrican cier 

to producto, partiendo de un número n de partidas de materia prima. 

En cada unidad de producto fabricado, podemos considerar su ter­

minación final. Cada unidad de producto x.. procederá de una máqul
IJ 

na i y de una partida de materia prima j, o sea, dependerá de dos fa¿ 

tores. Manteniendo uno fijo y variando el otro, podremos representar 

los resultados en una tabla: 

~P~IDAS 
HAQUI NAS'-..,. 

1 2 n 

1 

2 

m 

x ll , 

x2l 

xml 

x12 

x22 

xm2 

x ln 

x2n 

x mn 

La fila i, corresponde a los productos de la máquina y cada 

una de las partidas de materia prima. 

La columna j, corresponde a los productos de la materia prima j 

fabricados por cada una de las máquinas. 

En total tenemos m.n observaciones x ... 
IJ 

Suponemos que las variables x .. son independientes y siguen dis 
IJ 

tribuciones N(\.I .. , o).
IJ 

En estas condiciones, cabe preguntarse si la terminación final 

media del producto es la misma para las m máquinas y si difiere di­

cha terminación con la util ización de las diferentes partidas de ma­

t e ri a prima. 
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Consiste este problema en contrastar simultaneamente las dos hi 

pótesis: 

H,: de igualdad de medias de las filas. 

H : de igualdad de medias de las columnas.2

En general, si tenemos dos factores A y B independientes que a~ 

miten las modal idades A" A2' A
3 

, ., An y B" B2 , B
3 

, ... ,B
m 

respectivamente, podremos ordenar los datos del siguiente modo : 

I~ 
MEDIASMEDIASA A A n POBLACIONALES21 MUESTRALES 

B f \.l B,x 11 x'2 x'n1 1 

B x x f \.l B2 x 
21 22 2n 2 2 

x fB x x \.lBm2m mmnm' m 

MEDIAS -
Xcc2é 1MUESTRALES n 

MEDIAS 
\.lA\.l A \.l APOBLACIONALES 21 n 

Tratamos de contrastar: 

\.la \.l B 
2 m 

Hemos representado por X la media total de todas las observacio 

nes y por f. Y c.las medias de fi las y columnas respectivamente. 
I J 

El anál iSls de la varianza, consiste en la obtención de cuatro 

estimaciones de la varianza 0 2 común de las poblaciones. 
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~ ~ (x . . - X)2
1 J IJjt Varianza total: 

m.n-l 

jt Varianza entre filas: 
m - r 

2
Esta varianza entre filas, que representamos por Sf' es un esti 

0 2mador insesgado de si: ~ B =~B 

1 m. 


jt .Varianza entre columnas: 

n - 1 


2
Esta varianza entre columnas, que representamos por S , es un c 

0 2estimador insesgado de si: 

~ ~ d:. 
1 J IJ 

~ Varianza residual: 

(m-l) (ri-l) 


siendo d .. x .. - f . -c. + X
IJ 1J 1 J 

Esta varianza residual, es la varianza una vez el imina­

do el efecto de filas y columnas, y es también un estimador in 

sesgado de 0 2 . 

La significación de la diferencia entre estas estimaciones, nos 

la proporcionan los siguientes cocientes: 

52 

a) 
f que es una F de 5nedecor con (m-l) y

7 
r (m-l) (n-l) grados de 1 ibertad, si se cum 

pIe: ~B~ B ~B 
1 2 m 

que es una F de 5nedecor con (n-l) yb) F 
c 

(m-l) (n-l) grados de 1 ibertad, si se cum 

pIe: ~ 

Al 
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Fijado un nivel de significación a, aceptaremos la hipótesis H, 
si se verifica: 

< FFf a, (m-l) , (m-l) (n-l) 

Aceptaremos la hipótesis H si se ver i f i ca:2 

F < F 
c a, (n-') , (m-l) (n-l) 

PREPARACION DE LOS CALCULOS: Con el fin de simpl ificar y sistemati­

zar los cálculos dispondremos las operaciones como se especifica en 

el cuadro adjunto: 

~ 
2 

A, A2 A F. f. F.. f. LXijn I I I I 
J 

B, F, f, F, . f, ¿ 2 
x" x'2 x'n j x, j 

B2 F2 f 2 F2' f 2 ¿ 2 
x2 , x22 x2n j 

x 
2j 

B F f F . f 2 
x 

m' 
xm2 x ¿ x jm mn m m m m j m 

C, C2 C X ¿ F.. f. ¿ 2
C

j n ¡ I I i 5Xi j 

c. c, c2 c 
J n 

Cj . c j C, . c, C2 ·c2 C .c 7Cj . c i In n 

Donde: 

F. es 1 a suma de las observaciones de la f i 1 a ! • 
I 

f. es 1 a media de las observaciones de la f i 1 a i. 
I 

C. 	 es la suma de las observaciones de la columna j.
J 

c. es la media de las observaciones de la columna j.
J 

X es la suma de todas las observaciones. 

N es el número total de observaciones. 

X es la media de todas las observaciones. 
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Las expresiones anteriores de 105 valores de Fc y Ff se trans­

forman en las siguientes: 

_11 ('""" F.. f . m- 4.J I 
-x.x)

I 
I 

1 (¿¿ x:. -L C.• c. -¿F.f. + x.x)
(m-l)(n-l) i j IJ j J J i I I 

c 
F 

(¿ Lx~. Lc ..c. -LF.f. + x.x)
. . I J . J J . I I(m-l) (n-l) I J J I 

******************** 

PROBLEMAS RESUELTOS 

9 .1 S e lv., múi-tÓ la teM-tórt aJrÁ.vual a ;(Av., gltUp0-6 A, B, Y e 
de arUmalv., de padJtv., fúpeJL:teMo-!J, rtOllmalv., e fúpoteM0-6, C_Ort el Mrt 
de veJt Ú la teM-tÓrt aJrÁ.vual eJta Urt óac):O/t heJted-ttaJt-to. 

Lo~ Itv.,u.e..tado-!J óueltort: 

,-- ----­
GRUPOS 
 PRESION ARTERIAL 

A 94, 89, 87, 99, 97, 98. 
B 8t, 86, 92, 91 , 94, 84. 

e 92, 78, 82, 88, 85, 85. 

Suport-i..ertdo que l~ ;(Av., poblac{ortv., -!J-tguert la ley rtollmaf, 
Mrt -trtdepertdúYl.tv., lj de -tgual vaJt-tartza, c.oYL-tJui6tv.,e la fúpótv.,~ de 
-tguaUad de med-t~ al rt-i..vel de -!J-tgrt-i..Mc.ac{órt del 5%. 

s O L U e ION: 

Para 

pondremos 

el cálculo del 

las operaciones 

valor del 

como se 

estadístico F 

indica en 

del contraste, 

el cuadro adjunto. 

dis-

Para 

simplificar los cálculos restaremos 90 unidades a los valores de la 

presión arterial observadas. 

http:trtdepertd�Yl.tv
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lJ,,,,{

\ . 
) " ,,­

GRUPOS OBSERVACIONES n. 
1 

S. 
1 

SC. t.. 
1 

2 
S./n.

1 1 

A 

B 

C 

4, -1 , -3, 9, 7, 8 

-9, -4, 2, 1 , 4, -6 

2, -12, -8, -2,-:5,-5 

6 

6 

6 

- 24 

-12 

-30 

220 

154 

266 

96 

24 

150 

T O T A l E S 18 -18 640 270 

1'\ ( , 
"',; "'.11"14 

VARIACION 
l~ 

S ~D g.l 

ENTRE GRUPOS 

¡:: - :i:. S?; -'*:(L 2 
I _( !a 18) =252E = 270 

i.-Hc 
18 

~ \ 

2 

-e 
2 i;. , 

S2 .= 126 
/ r.! ~ 

DENTRO DE 
LOS GRUPOS 

' ~ ~ L, 

D = 370 
.... =T -.; ~ 

,) fA. 
15 

! 

2
S = 24,66 

1 .J ti ( ' ) 

T - 2. "c.. ­ ~S) 2 
'( -18)

T = 640 ­ --­ =622 
!' 18 

, 

126 
F 24,66 = 5,108 

Para ex 0,05 se tiene en las tablas de la F de Snedecor que: 

= 3,6823
F0,05: 2, 15 

Al ser F > F se rechaza la hipótesis de la igualdad de
0,05; 2, 15 

medias de tensiones arteriales. 

******************** 

9.2 Se. qUÁ..eJ1..e. c.onoc.eJ1.. .ea /teJ.¡~.te.nc.ia de. .tJteJ.¡ /taza..6 de. mo.6 c.a..6 
a un de..teJ1i'rU.nado -LMe.c;t¿c.ida. Se. e..e.ige. c.omo vaJtiab.ee. de. /teJ.¡pueJ.¡.ta .ea 
.ta..6a de. moJt.taf.idad e.xp/teJ.¡ada e.n .tan..to po/t c.ie.n..to. PaM c.ada /taza de. 
m0.6c.a..6 /te.a..e.Üamo.6 8 de..teJ1i'rU.nac.ioneJ.¡ de..e. .tan..to po/t c.ie.n..to de. moJt.taf.i 
dad. Ap.e.ic.ado e..e. -LMe.c;t¿c.ida .eO.6 /teJ.¡ut.tado.6 nUeJ1..0ni 

http:c.ie.n..to
http:teJ.�pueJ.�.ta
http:vaJtiab.ee
http:teJ.�~.te.nc.ia
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R A Z A S 

A B 

1 60 58 
2 6055 

52 503 
4 40 48DETERMINACIONES 

62 615 
6 38 45 

46 497 
8 , 50 51, j 

C 

61 
44 
48 
60 
58 
46 
52 
53 

¿Que. c.ol1uM-i..611 pue.de. -6ac.aJt.6e. Ij bajo qué -6UpUe.-6tO-6? 

s O L U e ION: 

Suponemos: - que la variable, tasa de mortalidad, sigue la ley nor­

mal en las tres razas de moscas; 

- que las varianzas de las tres poblaciones son iguales; 

- que las muestras han sido obtenidas aleatoriamente. 

Vamos a contrastar la hipótesis H, de que las medias de tasas 

de mortalidad son iguales para las tres poblaciones. 

\.1 = \.1 = \.1 •1 2 3 
Para el cálculo práctico del valor de F, restamos al valor de ca 

da observación 50. 

GRUPOS OBSERVACIONES n . 
l 

S. 
l 

SC. 
l 

2
S./n . 

l l 

A 

B 

C 

10, S, 2, -10, 12, -12, 

8, 10, O, -2, 11 , -5 , 

11, -6,-2, 10, 8, -4, 

-4, 

-1 

2 

O 

1 

3 

8 

8 

8 

3 

22 

22 

533 

316 

354 

1 ,125 

60,S 

60,S 

T O TAL E S 24 47 1203 122,125 

VARIACION S C D g.l 

ENTRE GRUPOS 
I 

E = 
47

2 
122,125 - -= 30,083

24 
2 

2 
S2=15,0415 

DENTRO DE 
LOS GRUPOS D = 1080,875 21 

2 
S,=51,4702 

T = 
47 2 

1203 - - = 1110,958
24 

http:6ac.aJt.6e
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15,0415
F 0,292

51,4702 

Tornando a = 0,05 se tiene que: F ,05; 2, 21 = 3,4668.
O

Al ser F < F aceptamos la hipótesis H, es decir, acept~
0,05; 2, 21 

mos que la tasa media de mortalidad es la misma para los tres tipos 

de mosca a un nivel de significación del 5%. 

******************** 

9.3 UYl 6umadOll muy plLeoc.u..pado pOll el. c.ol'ÚesUdo mecU.-o de sUc.o 
tiYla de lO-6 cig~o-6 que habiluahnel'Úe 6uma, y que c.o/"Jle-6pOYldeI1 a,­
tlLe-6 mCUtc.M Wtil'ÚM de lM ew-tel'Úe-6 eYl el. melLc.ado, decide lLea1.A:.­
zCUt UYla -6 e/ue de aYl6.Lú.l iA e yl cigctJtJULe.o -6 -tomado -6 al a.zCUt • Lo -6 C.oI'ÚesU 
dO-6 de sUc.otiYla explLe-6ado-6 eYl ~gILa.mO-6 6ueILOYl: 

HARCAS CONTENIDO NICOTINA EN HILIGRAMOS 

A 

B 

e 

28, 20, 26, 

29, 31 , 28, 

32, 30, 28, 

30, 32, 34, 25, 23 

30, 24, 26, 25, 25, 

30, 25, 27, 30, 26, 

28, 

24, 

28 

22 

1 

¿Que c.oYlc.iu..-6,t6Yl -6e puede -6ac.CUt a la viA-ta de e-6-t0-6 1Le-6u..l-ta 1 
dO-6, -6,t -6upoYlemo-6 que el. c.ol'ÚesUdo de sUc.otiYla -6,tgue la ley YlOlLmal y­
que la valL,taYlza e-6 la miAma paILa leu., tlLe-6 poblacione-6? 

s O L U e ION: 

Vamos a cambiar el origen de las observaciones, pues el valor de 

F permanece invariante, para ello restaremos 30 unidades al valor de 

cada observación. 

GRUPOS OBSERVACIONES g.l S. 
1 

SC. 
1 

2 
S./n.

1 1 

A -2, -10, -4, 0, 2, 4, -5, -7 8 -22 214 60,5 

B 

C 

-1 , 1 , -2, 0, -6,-4, -5, 

2, ° , -2, 0, -5,-3, 0, 

T O TAL E S 

-5,-2,-2 

-4,-6,-8 

10 

10 

28 

-26 

-26 

-74 

116 

158 

488 

67,6 

67,6 
.'­

195,7 

http:c.oYlc.iu
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VARIACION S C D g.l 

ENTRE GRUPOS E = 195,7 -
(_74)2 . 
~=0,12858 2 

2 
S2 = 0,06429 

DENTRO DE 
LOS GRUPOS 

292,3D = 25 
2 

S1 = 11 ,692 

T = 488 
(_74)2

-28= 292,42858 

Entonces, 	el valor del estadístico F será: 

0,06429
F = 11,692 = 0,00549 

Fijamos arbitrariamente un valor a = 0,05, Y la región crítica ven­

drá dada por los valores de F: F > FO,05; 2, 25 = 3,3852. 

Por ser el valor calculado F < FO,05; 2, 25 obtenemos: 

que si el 	contenido medio de nicotina no fuera el mismo para las tres 

marcas de 	cigarrillos, los resultados d e l experimento no se lo prue­

ban suficientemente al fumador. 

*****~************** 

9.4 Un PJto6e.-60Jt Aljudan.,te. de. clMU pJtác;UCM de. la M'¿9I:iCLt~ 
'W. de. B,¿o utacU6:t<..ca, ,{)'npaJtte. clM e. a cu.iLtJto gJtupO.6 que. .6 upo nMe¡nO.6 
6oJtmado.6 pOJt atumno.6 ucog,¿do.6 ate.ato~ame.n.,te.. 

Palta velt e.t rn.{,bmo pJtogJtama, ~za paJta cada gJtupo un me.­
todo cU6:t<..n.,to, de. la úguún.,te. 6oJtma: 

gJtupo A 	 El PJto6uoJt e.xp,e.,¿ca la paJtte. te.6~ca lj hace. éi ~ 
mo lo.6 pJtoblemM e.n la p'¿zaJtJta. 

gJtupo B 	 El Ptw 6U 0Jt e.xp,e.,¿ca la paJtte. te.6~ca peltO lM pJto­
blemM lo.6 hace.n eO.6 atumno.6 e.n la p'¿zaJtJta. 

gJtupo e 	 Lo.6 atwmno.6 e.xpone.n la paJtte. te.6~ca e.n la p'¿zaJtJta 
lj e.t PJto6uOJt lM pJtoblemM. 

gJtupo V 	 El PJto6uoJt .6olo hace. de. g~a, de. modo que. la te.oJtia 
lj lM pJtobeemM lo.6 e.xpone.n lo.6 alumnM e.n la pú~ 
JtJta. 

Al Mnat de. Cu.JL,~O, lo.6 cuatJto gtr.u.pO.6 Jte.ilizan e.t rn.{,bmo 

e.xame.n obtevu.j!Yldo l(v~ cctLt 6·t cac,to11C'..6 de .ea .tabúl. 


¿Qu~ conclU.6'¿onu pue.de.n ,~aCaMe.? 
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GRUPOS cal ificaciones 

A 

B 

e 
D 

8, 7, 7, 6, 3, 8, 2, 5, 5, 4, 5, 

6, 4, 3, 9, 8, 7, 3, 2, 6, 5, 5, 

9, 10, 8, 5, 2, 3, 6, 9, 10, 4, 2, 

8, 7, 6, 4, 3, 5, 6, 4, 3, 5, 9, 

10 

5 

O 

8 

s o L U e ION: 

Vamos a contrastar la hipótesis H de que las notas medias son 

iguales para los cuatro métodos de enseñanza. 

A cada nota vamos a restarle 5 puntos. 

GRUPOS OBSERVACIONES g.l S. 
1 

SC. 
1 

2 
Si/ni 

A 

B 

C 

D 

3, 2, 2, 1 , -2, 3,-3, O, O, -1, O, 5 

1,-1,-2, 4, 3, 2,-2,-3, 1 , O, O, O 

4, 5, 3, 0,-3,~2, 1 , 4, 5,-1,-3,-5 

3, 2, 1,-1,-2, O, 1,-1,-2, O, 4, 3 

12 

12 

12 

12 

10 

3 

8 

8 

66 

49 

140 

50 

8,33 

0,75 

5,33 

5,33 

T O TAL E S 48 29 305 19,74 

VARIACION S C D g.l 

ENTRE GRUPOS E= 19,74 -
29

2 
¡a- = 2,225 3 S2 0,7416= 

2 

I 

DENTRO DE 
LOS GRUPOS 

D = 285,254 44 
2 

S1 = 6,4830 

T = 305 -
29

2 
- = 
48 

287,479 

0,7416
F = = 0,114

6,4830 

Tomando CI. 0,05 se tiene que FO 05· 3, 44 = 2,8387., , 

Al ser F < F aceptaremos la hipótesis H.
0,05; 3, 44 
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Por tanto, aceptaremos que las notas medias son iguales para los 

cuatro métodos de enseñanza. Si las notas medias no son iguales, las 

calificaciones del examen final no nos proporcionan suficiente infor 

mación. 

******************** 

9.5 Re~zamo~ un exp~~nto pana det~~ ~a eantidad me 
dia de Maga que ~e depo~-Lta en ~M viheeJta.ó de Vt~ :Upo~ de aiUma-=­
~~ de lLaza dióeJtente. Tomamo~ Vt~ mue~VtM MecdoJu:M de 10 aru:ma­
~~ de eada lLaza Ij ~~ ~l.I.YYI,{.n-i.J.>;tJwmM ~a c.d:.ada Moga, ~aeJu:óüándo~o~ 
d~pué.6. LM eonteYÚdo~ de Moga en ~M v'ú'eeJta.ó Mn ~M ú.gtU.ent~: 

RAZAS CONTENIDO DE DROGA 

A 

B 

e 

I 69, 72, 71 , 72, 72, 73, 71, 68, 69, 
71 , 75, 72, 72, 74, 76, 73, 70, 75, 
71 , 74, 72, 70, 75, 74, 73, 68, 73, 

75 
76 
74 

SuponemM que ~a vaJUab~e de !t~pu~;ta deg.¡da ~ noJrmai. 
en eada una de ~M Vt~ pob~auon~ Ij eon "¿guM vaJu:anza. 

¿JM:UMean ~o~ !t~~ado~ anteJu:o!t~ que d eonteYÚdo 
medio de Moga en ~M v-Ú>eeJta.ó ~ d I'l'LÚlmo en ~M Vt~ pobwuon~? 

s O L U e ION: 

Vamos a contrastar la hipótesis H de que el contenido medio de 

droga en las vísceras es la misma para las tres poblaciones. 

Para el cálculo práctico restaremos 70 unidades a cada observa 

ción. 

GRUPOS OBSERVACIONES g.l S. 
~ 

SC. 
~ 

2 
S./n . 
~ ~ 

A 

B 

C 

-1, 2, 1 , 2, 2, 3, 1,-2,-1, 

1 , 5, 2, 2, 4, 6, 3, O, 5, 

1 , 4, 2, O, 5, 4, 3,-2, 3, 

5 

6 

4 

10 

10 

10 

12 

34 

24 

54 

156 

100 

14,4 

115,6 

57,6 

T O TAL E S 
I 

30 J70 310 187,6 
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VARIACION S C D g.l 

ENTRE GRUPOS 
70

2 
E = 187,6 ­ 30 = 24,266 2 

2 
S2=12,133 

DENTRO DE 
LOS GRUPOS 

D 122,40= 27 S~ = 4,5333 

T = 310 -
70

2 
-= 146,666
30 

12,133 = 2 6763F 
4,5333 ' 

Para a = 0,05, se tiene que: FO 05 2, 27 = 3,3541., , 

Al ser F < F 	 aceptaremos la hipótesis H, es decir el
0,05; 2, 27 

contenido medio de droga en las vísceras es la misma para las tres 

poblaciones. 

******************** 

9.6 	 Se eoM-<.dVtall eua:tJLo med-ieamentO-6 todO-6 e-UO-6 -<.nd-ieado-6 
paka ~edu~ el eonten-<.do de eole-6t~ol en la -6ang~e. Que~endo eor~ 
tM-6tM -6-<. exA./.¡te d-i6~enua -6-<.gn-<.Meat-<-va e~e lO-6 eu~o med-iea~ 
mentO-6 e-<.;tado-6, -6e -6um-<-I'1..-06~ cada uno de e-UO-6 a un gMpo de en6~­
mO-6 eompakable-6. 

Se mide en mg / 100mt la ~edueu6n de eole-6t~ol hab-<.da. 
Supon-<.endo que uta v~able -6e fu~buye nOJtrYUÜmente y con -<.gual 
v~a)'lza en cada una 
tinente-6 . 

MEDICAMENTO 

1 

2 

3 

4 

5 

s o L U e ION: 

de lM poblauone-6, -6aeM lM eonüU-6-<'one-6 p~ 

REDUCCION DEL CONTENIDO DE COLESTER 

8, 12, 11 , 6. 10, 2, 8, 7, 9, 11 

4, 6, 8, 8, 7, 3, 6, 9, 4, 6 

5, 5, 6, 7, 5, 8, 6, 2 

3, 5, 2, 1 , O, 4, 2j 0, 
3, 4, 3, 8, 6, 10, 4, 8 

http:hab-<.da
http:eonten-<.do
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ir Formulamos la hipótesis H, de que no existe diferencia en la re 

ducción media de colesterol para los cuatro medicamentos. 

ir Disponemos los cálculos en el cuadro adjunto: 

GRUPOS OBSERVACIONES n. 
1 

S. 
1 

SC. 
1 

2 
S./n.

1 1 

1 

2 

3 

4 

5 

8,12,11, 6,10, 2, 8, 7, 

4, 6, 8, 8, 7, 3, 6, 9, 

5, 5, 6, 7, 5, 8, 6, 2 

O, 3, 5, 2, 1 , O, 4, 2 

3, 4, 3, 8, 6,10, 4, 8 

9,11 

4, 6 

10 

10 

8 

8 

8 

84 

61 

44 

17 

46 

784 

407 

264 

59 

314 

705,6 

372,1 

242,­

36,125 

264,5 

T O TAL E S 44 252 1828 1620,325 

VARIACION S C D g.l 

ENTRE GRUPOS E= 1620,325 -
252 

2 
177,0523--= 

44 
4 S~ = 44,263 

DENTRO DE 
LOS GRUPOS 

D = 207,675 39 S~ = 5,325 

T = 1828 -
252 

2 
--= 384,7273

44 

S2 

F 
2"2 = 8,3123. 

S1 

ir Para o. 0,05, resulta F
0,05; 4, 39 

= 2,6060. 

ir Al ser F > F
0,05; 4, 39 

rechazamos la hipótesis H, es decir, que 

las observaciones nos prueban que la reducción media de colesterol 

no es la misma para los cuatro medicamentos. 

******************** 

9.7 	 Un m~cilc.o qu,¿eJte. c.onVtM.tcUL .~-i. e.wte. cil6eJte.nua .6-tgn-i.­
6-tc.ativa e.rWt.e. ;tJteJ., :UpoJ.¡ de. J.Jomn,{6eJtM de. 6ueJtte. pote.nua. A ta.t 6,{.n 
J.¡um-i.y¡-i.J.¡;tJta .f.a cLtwga a paue.n;teJ., c.ompCUtab.f.eJ.,. Se. fte.g-i.J.J;tJtcuwn .f.oJ.¡ :ueJ11 
pM e.n. MgundoJ.¡, ;tJtaMc.UfLft-i.dM deJ.,de. .f.a acfyy¡¡y¡-i.J.¡;tJtau6n. de. .ea Muga ­
hMta que. e..f. paue.nte. J.¡ e. due.ftme.. LM fteJ., u.f..tctdoJ.¡ 6ueJtoJ1; 

http:tJtaMc.UfLft-i.dM
http:c.ompCUtab.f.eJ
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SOHN IFERO SOHNIFERO SOHNIFERO 
A B e 

222 326 263 
300 275 260 
262 218 299 
264 207 221 
200 272 198 
211 268 211 
267 308 266 
326 227 319 

CorWtáJ.d.e.M', la h,¿p6,te.l.l~ de. -igualdad del e.6e.c..to me.Mo de. 
lO/.¡ Vte.l.l -60mrú"6eJtO/.¡, c.on un I'Úvel de. .6'¿grúMc.au6n a = 0,05. 

s O L U e ION: 

Con el fin de facilitar los cálculos vamos a restar 250 segundos 

a las observaciones. Disponiendo los cálculos en el cuadro adjunto: 

IGRUPOS 

A 

B 

C 

OBSERVACIONES 

-28, 50, 12, 14,-50~-39, 

76, 25,-32,-43, 22, 18, 

13, 10, 49,-29,-52,-39, 

17, 76 

58,-23 

16, 69 

n. 
:l 

8 

8 

8 

S. 
:l 

52 

101 

37 

SC 
i 

13710 

13975 

12753 

2
S./n.

:l :l 

338 

1275,125 

171,125 

T O TAL E S 24 190 40438 1784,25 

VARIACION S C D g.l 

ENTRE GRUPOS 
2 

E = 1784 25 _ 190 = 280,0834, 24 2 S~ = 140,0417 

DENTRO DE 
LOS GRUPOS 

D = 38653,749 21 s2 =1840,6547
1 

190
2 

38933,833T = 40438 - --- = 
24 

140,0417
F --~----- = 0,076

1840,6547 

Para a = 0,05 se tiene que: F 3,4668.
0,05; 2, 21 
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Al ser F < F • aceptaremos la hipótesis H, es decir,
0,05, 2, 21 

admitimos que el efecto medio de los tres somniferos es el mismo. 

******************** 

9.8 La úgtU.e.n.te. .tab!a /te.p/tell e.n.ta !or., pell ol ganador., en g!tf.­
mor., po/t c.u.a..tJw /tazM de c.o ne. j or., a! l wnÚ1.,{/.,.tJtaft!ell c.ua.tJt0 UpOl de. 
.tJta.tamún.tor., a bMe. de. c.omp!e.jol v-aanú.rt-Lc.or.,. 

~AS 
TRATAH lENTOS -. 

A B e D 

1 

2 

3 
4 

I 
94 

92 

92 

91 

89 
86 

86 

92 

87 
86 

84 

83 

98 

92 

87 
88 

Con.tJtá.¿,.telle. !a fUp6.tell-Úl de. ;'gua!dad de. me.MM de. pellOl 
ganadol palta !Ol c.ua.tJto UpOl de. .tJta.tam;.e.n.tOl,y de. ;'gua!dad de me.­
MM de. pellor., ganadol palta .ta¿, c.ua.tJto /taza¿, de. c.onejol, a! rt-Lve.! de. 
l;'gMMc.au6n de.! 5%. 

s O L U e ION: 

Suponemos que las variables x . . , peso ganado por el tratamien­
1) 

to i y la raza de conejo j, son independientes y normales con igual 

varianza todas ellas. 

Contrastaremos las hipótesis: 

H : de igualdad de medias de pesos ganados para los cuatro ti
1 

pos de tratamientos. 

H : de igualdad de medias de pesos ganados para las cuatro ra
2 

zas de conejos. 

Para sistematizar y simplificar los cálculos de los estadísti­

cos Ff y Fe del contraste, dispondremos las operaciones como se 

especifica en el cuadro adjunto. 

Restaremos a cada observación 90 gramos ya que este cambio de 

origen de las observaciones no afecta a los valores Ff y F 
c. 

http:v-aan�.rt-Lc.or
http:�gtU.e.n.te
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, 

1 


1 
( ¡ 

1 

~I 
~ ! 

'<'""­ 2 
A B C D F. f . F . . f. LX ..

TRÁTAMIENZOS 1 1 1 1 j 1) 
~ 

'. 
I, 1 4 -1 -3 8 8 2 16 90f, 

11 

l ' 1 • 2 2 -4 -4 2 -4 -1 4 40 

" IÍ: 3 2 -4 -6 -3 -11 -2,75 30,25 65 , ir ""> ~. , 

4 1 2 -7 -2 -6 -1,5 9 59 

C . 9 -7 -20 5 -13 59,25 254 
J , 

c. 2,25 -1,75 -5 1,25 
J 

Cj. c j 
20,25 12,25 100 6,25 . 138, ~ 5 I 

,~ ­
Entonces: X 

1 [ - -13J- 5925 - (-13)( -) I
4-1' 16 16,229166 

2,194
7,3958331 1 [ -13~-- -- 254-138 75-59 25+(-13) ( -)

4-1 4-1 " 16 

1 [ -13 ]4-1 138,75 - (-13) ( 1""""6) 42,729166
F 5,777 

c 7,3958331 1 [ -13~- - 254-138 75-59 25+ (-13) ( -)
4-1 4-1 " 16 

Tomando a = 0,05 tenemos que: F 5. 3 9 3,8626
0,0, , 

- Como F < F aceptaremos H
1 

, de igualdad de medias 
f 0,05; 3, 9 

de pesos ganados para los cuatro tratamientos. 

- Como F > F ' rechazaremos H , de igualdad de pesos 
c 0,05; 3,9 2 

medios ganados para las cuatro razas de conejos. 

******************* 

9.9 Se deua COn;UtMtalt .fa ru.p6teh-06 de -Lgu.aldad de llertci..{)n¿e.'!:. 
tOI.J mecUol.J ¡:Jaita 3 tipOI.J de tellJtertol.J d-L6ellel'lxeh Úmu-ftartectmenx.e con .fa 
lupóteh-06 de -Lgu.a.fdad de llertW¡Úntol.J med-Lol.J ¡:Jaita unco va!l.-Ledadeh de 

1 
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I.!-temblta de I'l'llLiz. Se toman al azM 5 MeM de cada uno de tal.! teNte 
nol.l y I.!e I.!-temblta cada Mea con un t-tpo de ma-tz. Cuando I.!e ~ecoge el 
I'l'llLiz, I.le anotan tOl.! ~en~erttol.!, que I.!on tal.! I.!-tgu-terttel.l exp~eI.ladOl.! 

en Kg~.po~ Mea: 

------VARIEDAD DE 

A B e D ETIP~~DE TERRENO 

1 280 300 310 270 330 

2 240 

3 

240250 260 270 

280310 304 290 300 

s o L U e ION: 

Suponemos que las variables x, " rendimientos para el tipo de terr~ 
1J 

no i y la variedad de maiz j, son independientes y N(~ " , 0),
1J 

Vamos a contrastar simultaneamente las hipótesis: 

H : de iguald,ad de rendimientos medios para los 'tres ti ­
1 

pos de terreno. 

H 	 : de igualdad de rendimientos medios para las cinco va 
2 riedades de maiz. 

Con el fin de simplificar, restaremos a cada observacion 300, 

~ARIEDAD I 
DE MAIZ 
TIPO DE 
TERRENO 

1 

2 

3 

C
j 

c 
j 

cj.c j 

A B 

I 
-20 O 

-50 -60 

10 4 

-60 -56 

I 
-20 -18,66 

1200 1045,33 

C D 

I 

10 -30 

-40 -30 

-10 -20 

-40 -80 

-13,33 -26,66 

I 
533 , 33 I 2 1 33, 33 

2
E F , f. F, • f, LX, ,

1 1 1 1 J 1J 

30 -10 -2 20 2300 

-60 -240 -48 11520 12200 

O 1 -16 -3,2 51,2 616 

-30 -266 11591,2 15116 

-10 

300 5211,991 

266
Donde: X = - 15 
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-266 J3-1 11591,2 - (-266) (----,s)[ 

1
_1_-5 [15116 - 5211,99 - 11591,2 + (-266) (-2 66)J
3-1 -1 . 15

3437,0667 
9,075

378,73325 

5-1 [5211,99 - (-266)(~)J 
F --1----1~[ ~---------~2~6-6~J-c 

3-15-1 15116 - 5211,99 - 11591,2 + (-266)(----,s~ 

123,73 
0,326

378,73325 

Fijando a = 0,05 se tiene que F 4,459 y
0,05, 2, 8 

F 3,8378.
0,05, 4, 8 

- Al ser F > F rechazamos la hipótesis H , de igual­
f 0,05; 2, 8 1 

dad de rendimientos medios para los ­

tres tipos de terrenos. 

- Al ser F < F aceptamos la hipótesis H , de igualdad
c 0,05; 4, 8 2 

de rendimientos medios para los cinco 

tipos de maiz. 

******************** 

9.10 Una MbtUea de.cüeada a .ea pltOdueu6 n de. .te.Jrm6metJwf.> eL[­
yúeM, u,t{üza eua:tJto rnáqtUnM de. cüóVte.n.te. maltea, que. Mn mane.jadM 
eada una po~ un oPVtatUo de. .eOf.> eua:tJto que. ~e.ne. .ea 6ábtUea. 

LM nÚYnVtof.> de. wudadef.> pltOduudM CÜatUame.n.te. e.n ee.n.te.­
nM, po~ ope.JLaJUO Ij máqtUna,Mn .eM Ú ,9tUe.n.tef.>: 

~ OPERARIO 
A B e D 

1 

2 

3 
4 

14 

12 

16 

14 

9 

11 

8 

8 

7 
10 

8 

6 

8 

9 

11 

10 

http:C�atUame.n.te
http:c��Vte.n.te
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Rea-UzCUt el aYlá1M~ de la vaJUaYlW C.oJUteJ.> po Ylcüel'Úe , eJ.>peuM­
c.aYldo J.JUpUeJ.>tM lj C.oYlUuJ.¡'¿oYleJ.>. 

s O L U e ION: 

Suponernos: 

- Que las variables x .. , número de centenas de terrnó 
1J 

metros fabricados en un día por el operario i, con 


la máquina j, son independientes. 


Los operarios manejan con la misma habilidad cada 


una de las cuatro marcas de máquinas. 


- Que las variables x .. son N (11.. a) • 
1J 1J 

Bajo estos supuestos, resolver este problema por el métodc de 

análisis de la varianza con dos facto res independientes de variación, 

consiste en contrastar simultaneamente las siguientes hipótesis: 

H : de igualdad de fabricación media para cada uno de 
1
 

los cuatro operarios. 


H : de igualdad de fabricación media para cada marca de
2
 

máquina. 


Para simplificar los cálculos, restaremos a cada observación 10 

unidades o 

----~UINA 2
A B C D F. f. F .• f. ~XijOPERARIo--..... 1 1 1 1 

1 4 -1 -3 -2 -2 -0,5 1 30 

2 2 1 O -1 2 0,5 1 6 

3 6 -2 
I 

-2 1 3 0,75 2,25 45 

4 4 -2 -4 O -2 -0,5 1 36 

C. 16 -4 
I -9 -2 1 5,25 117 

J 

c 
j 

4 -1 -2,25 -0,5 

CjoC 
j 

64 4 20,25 1 
, 

89,25 
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x = 16 

4~1 [5,25 - 1.';;-J____... 
~ = 0,6897. 

[117 - 89,25 - 5,25 + 1. 16]4-1 4-1 

tomado el nivel de significación a = 0,05, se tiene que: 

F 9 = 3,8626. Como Ff < F 5' 3 9' aceptamos la hipótesis0,05; 3, 0,0, , 
H , de igualdad de medias de centenas fabricadas por cada uno de los

1 
cuatro operarios. 

F 11,8587. 
c 1 1 [4-1 4-1 117 - 89,25 - 5,25 + 1. 1~j 

tomado el nivel de significación a = 0,05, se tiene que: 

F 5 3 9 = 3,8626. Como F > F rechazaremos la hipó­
0,0; , c 0,05; 3, 9 

tesis H .
2 

Podemos concluir díciendo que las marcas de las máquinas influ 

yen significativamente en la producción. 

******************** 

9.11 Se qtu:.eJten c.ompaJtaJl.. tAv., c.omptejo-6 vilamúUc.o-6; paJta eUo 
-6e ~eunen 4 c.onjunto-6 de ~ZO-6 de un año de edad. Cada niño de 
una 6amt.Ua dada, ~eufú_6 M aZM, uno de to¿, tAv., ~eghnenv., v-U.:anú.­
niC.O-6 dMattte do¿, año¿, C.OYl-6 ec.ut,¿vo-6. Suponiendo que .ea vaJUabte de ~v., 
puv.,;ta eJta et c.J1..ec.hni.ettto Ij tO-6 da,to-6 ex.p~v.,ado¿, en d~UmM de kgM. ­
tO-6 ú .gtu:.etttv.,: 

COMPLEJO VITAMINICO 

A B e 
1 68 70 72 

FAMILIA 

I 

2 

3 
4 

74 

66 

70 

71 

67 
68 

69 

73 

68 

~eaL<.c.v.,e et anifLú.,,ú., de ta vcuu:.anza c.oYl-6igtu:.ettte. 

S O L U e ION: 
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Suponemos que las variables x .. son independientes y N(~ . . , a). 
. 1) 1) 

Contrastaremos simultaneamente las hipótesis: 

H : de igualdad de crecimiento medio para cada familia.
1 

H : de igualdad de crecimiento medio para cada complejo vi
2 

tamínico. 

Para facilitar los cálculos restaremos 70 decimas de k.ilogramo 

a cada observación. 

~ 
TAMINICO 

FAMILIA 

1 

A 

-2 

B 

O 

C 

2 

F . 
1 

O 

f . 
1 

O 

F .. f. 
1 1 

O 

2 ¿x. j 
. 1 
) 

8 

2 4 1 -1 4 1 ,33 5,33 18 

3 -4 -3 3 -4 -1 ,33 5,33 34 

4 O -2 -2 -4 -1 .,33 5,33 8 

C. 
) 

c 
j 

cj.c j 

-2 

-0,5 

1 

-4 

-1 

4 

2 

0,5 

1 

-4 

6 

15,99 

. 

68 

-4 x = 
12 

-4 ]- (-4) (-)
12' 

0,6197. 
1 1 [ 


4-1 3-1 

- - 68 - 6 ­

Fijamos un nivel de significación igual a 0,05, entonces tene 

mos que; F 4,7571.
0,05, 3, 6 

Como F < F aceptaremos la hipótesis H .
f 0,05; 3, 6 1 

____--3~~~1~[_6----(--4-)-(=-~-~~)]~---~
F 0,2957. 

c 4
__1____1__ [68 - 6 - 15,99 + (-4) (1 2)J
4-1 3-1 
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Si tomamos 	a = 0,05, se tiene que F 5 2 6 = 5,1433.0,0 ; , 
Al ser F < F aceptaremos la hipótesis H

2 
. 

c 0,05, 	2, 6 

******************* 
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10-SERIES 

CRONOLOGICAS 

1. CONCEPTO 

Una ~~e ~onológ~ca se define como un conjunto de observacio­

nes cuantitativas de un fenómeno, referidas a un intervalo de tiempo 

tomado como unidad. 

Los valores Y, 'Y2"" 'Yn que toma un fenómeno en los momentos t, 

t 
2 

, ... t constituyen una serie cronológica. Suelen representarse en n 
un sitema de ejes cartesianos, figurando en el eje de abcisas los tiem 

pos y en el eje de ordenadas la magnitud del fenómeno. 

y 

~----------------------------------------.. t 

Ejemplos de series cronológicas son: el número de niños nacidos 

vivos en España por mes, durante un cierto número de meses o la ta­

sa de mortal idad anual durante un número de años, y en general cual­

quier magnitud 1 igada a un momento de tiempo. 
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2. 	 ANALISIS DE UNA SERIE CRONOLOGICA 

En el estudio de una serie cronológica nJs I imitaremos a deter­

minar las variaciones en el periodo total de tiempo para el que se 

dispone de observaciones, o también predeciremos su comportamiento 

en el futuro. 

Las variaciones de la serie para el periodo en que se dispone 

de observaciones don debidas a multitud de causas superpuestas, en­

tre las que consideraremos: 

2.1 	 TENDENCIA SECULAR.- Se llama así, a la tendencia durante un pe­

riodo de tiempo largo, es decir, se trata de un movimiento sua­

ve, regular y a largo plazo. Las variaciones súbitas y frecuen­

tes tanto en magnitud nbsoluta como en rapidez de aumento o di~ 

minución, no son compatibles con la idea de tendencia secular. 

Esta tendencia indica la marcha general y persistente del fenó 

meno si se el imaran los efectos de fuerzas accidentales hasta 

quedar tan solo el efecto del crecimiento normal. 

2.2 	 FLUCTUACIONES PERIODICAS.- La tendencia general de la serie vie 

ne determinada por la superposición a la tendencia secular de 

numerosas fluctuaciones que pueden ser regulares o irregulares, 

debiles o intensas, debidas a fuerzas de carácter periódico o 

accidental. Entre las de carácter perIódico tenemos: 

2.2.1 	 VARIACIONES ESTACIONALES.- Son oscilaciones a corto plazo 

y que se repiten con carácter periódico.El periodo de re­

petición m&s general suele ser de un año y la variación ­

suele deberse a las estaciones, de ahí el nombre. 

A veces, el periodo de repetición puede ser un mes, una 

semana e incluso un día. 

2.2.2 	FLUCTUACIONES CICLICAS.- Son variaciones con un periodo 

menos definido que las anteriores, pero que sin embargo 

presentan cierto grado de regularidad. Incluso la ampl itud 

http:peri�dico.El


SERIES CRONOLOGICAS 313 

de los periodos podrá variar aunque tendrá que ser de una 

forma regular para ser consideradas como tales. Las fluc­

tuaciones cícl icas suelen corresponder a periodos de inten 

sificación y de depresión del fenómeno. 

2.3 	VARIACIONES ACCIDENTALES.- Son fluctuaciones fortuitas e irregu­

lares. Se deben a sucesos que influyen sobre el valor de la va­

riable en una fecha dada, modificando los efectos de los movi ­

mientos seculares y de los factores estacionales y cícl icos. 

El estudio de una serie cronológica nos exige separar y estudiar en 

la medida de lo posible todas estas componentes. 

3. 	METODOS DE ESTUDIO DE LA TENDENCIA SECULAR 

3 . 1 	METODO GRAFICO.- Es el más sencil lo y rápido pero es demasiado 

subjetivo, dependiendo la bondad del método de la persona que 

lo apl ique y del conocimiento que tenga de la serie. 

Consiste en representar gráficamente la serie y después tra 

zar a ojo una 1 inea suave que pase entre las observaciones. 

3.2 	METO DO ANALITICO.- Se trata de ajustar por los métodos conoci­

dos, una función matemática de ecuación y = f(t), que describa 

lo mejor posible la tendencia secular de la serie. 

En primer lugar deberemos elegir la función de ajuste, que 

deberá ser sencilla. Las más usuales son: 

Recta: y a + b t 

2 0Parábola de 	 2 
y 	 a + b t + C tgrado: 

btExponencial: y = a 

La 1 inea recta nos dará un buen ajuste cuando la serie varie 

aproximadamente en progresión aritmética , y la función exponen­

cial nos servirá cuando la serie varie en progresión geométrica. 

De todos modos la representación gráfica de la serie nos ayuda­

rá a la elección de la función de ajuste. 
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Una vez escogida la función determinaremos sus parámetros, 

apl icando el método de los mínimos cuadrados, obtenemos en ca­

da caso las siguientes ecuaciones: 

- Recta: y=a+bt 

=aN+b2~)i
Ecuaciones 

normales 
 aI>i + bI>~ 

2- Pará bo la: y = a + b t + C t 

= a N + b ¿ ti + c ¿ t~ 

Ecuaciones 

normales 
 a¿t i + b¿t~ + c¿t~

"y.L..J t~ a¿t~ + b¿t~ + c¿t;I I 

- Exponencial: y = a b
t 

Una vez tomados logaritmos en los dos miembros de la 

ecuación tendremos: log y = log a + t log b, 

las ecuaciones normales serán totalmente análogas al 

caso de la recta. 

Si al representar la serie, esta muestra un cambio brusco en 

Si al representar la serie,esta muestra un cambio brusco 

en su tendencia, en lugar de compl icar la función de ajuste, 

tomaremos una función para los datos anteriores al cambio y 

otra para los posteriores. 

3.3 	 MErODO DE LAS MEDIAS MOVILES.- Este método consiste en fijar 

un periodo que comprenda N observaciones y calcular las sucesi 

vas medias aritméticas desplazando una a una las observaciones. 

Así,en la serie Y" Y2' ... , calculariamos: 

y'+Y2+···+YN Y2+Y3+···+YN+' Y3+Y4+"'+YN+2 
, ... 

N N 	 N 



SERIES CRONOLOGICAS 315 

y es tos va lores los toma remos como los de la tendenc i a pa­

ra el centro del periodo considerado. 

Si el número de observaciones N es impar, el centro del 

periodo coincidirá con uno de la serie; si N es par deberemos 

modificar los tiempos de la serie, razón por la que se toma 

N impar. 

Cuanto mayor sea la ampl itud del periodo que consideremos, 

proporcionaremos mayor ampl itud a la curva; ahora bien, aunque 

subjetiva,- la elección del periodo no es arbitraria. 

Vamos a inuicar algunos -actores que nos determinen dicha 

amplitud: 

- Si existen fluctuaciones cícl icas con relación a una 1 inea 

recta y se mantiene constante la ampl itud del ciclo y la 

magnitud de la fluctuación, entonces todo promedio móvil 

cuyo periodo sea igual al del ciclo o a un múltiplo de e~ 

te, nos dará una linea recta, o sea, una representación 

perfecta de la tendencia. Si hubieramos tomado un periodo 

mayor o menor que el del ciclo, habriamos obtenido no una 

1inea recta, sino un nuevo ciclo de igual periodo, pero 

de menor ampl itud las fluctuaciones. 

- En la mayoría de los casos no se darán las condiciones an 

teriores, pues el periodo del ciclo variará, entonces se 

debe elegir un periodo igualo mayor que la longitud media 

del ciclo. 

- Si el periodo permanece constante pero varía la ampl itud 

del ciclo, entonces tomando un periodo para el promedio 

igual al del ciclo o a un múltiplo de éste, obtendremos 

una linea caracterizada por unos ciclos de igual periodo, 

pero de ampl itud mínima. 

- Cuando varia al periodo y la ampl itud del ciclo, el prome­

dio móvil que proporciona la mejor representación de la 

tendencia es aquel, cuyo periodo es igual a la longitud 

media del ciclo o a un múltiplo de esta. 
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Si la tendencia se aparta de la forma rectil inea, el error 

que supone el empleo de la media móvil, aumenta a medida quecr~ 

ce el periodo considerado. Es pues necesario emplear un periodo 

corto. Si la curva a la que se adapta la tendencia es cóncava, 

la media móvil excederá al valor real de la tendencia; si es con 

vexa, la media móvil será siempre inferior. 

En la práctica se presentan todos estos casos combinados y 

es preciso para la elección del periodo hacer un esrudio detalla 

do de los datos. 

4. ESTUDIO DE LAS VARIACIONES ESTACIONALES 

Existen muchos métodos para determinar las variaciones estacio­

nales, pero unicamente vamos a considerar los dos siguientes: 

- de las razones a la media móvil, y 

- promediando relaciones a la tendencia. 

4.1 METO DO DE LAS RAZONES A LA MEDIA MOVIL.- Antes de exponer el mé 

todo haremos algunas consideraciones que nos permitan estudiar 

mejor el problema: 

De vez en cuando hablaremos de años e incluso de meses sin 

que ello presuponga que el año es un año del calendario, ni el 

mes un mes del calendario sino un divisor del año. 

Por un año denominaremos la longitud del periodo. Si este 

está mal tomado, obtendremos que no hay variación estacional 

con ese periodo. 

La representación gráfica nos ayudará a la determinación 

del periodo. 

A continuación vamos a detal lar en que consiste este méto 

do. 

En primer lugar obtenemos la media móvil para un periodo 

de 12 meses. Al ser el periodo un número par, la media cae en­

tre dos unidades de tiempo. 

Calculamos con las medias anteriores una nueva media de 
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periodo dos meses con el fin de centrar las medias móviles, es 

decir, hacerlas corresponder a las unidades de tiempo de la se 

rie original. 

Si el periodo está bien escogido, habremos el iminado las 

variaciones estacionales y las variaciones accidentales, ya que 

la media móvil suaviza las observaciones. La nueva serie contie 

ne la tendencia secular y las fluctuaciones cícl icas. 

Bajo la hipótesis multipl icativa de que la serie cronoló­

gica es el resultado del producto de la tendencia secular, va­

riación estacional, fluctuaciones cícl icas y variaciones acci­

dentales, si dividimos los datos de la serie original por las 

correspondientes medias móviles, los resultados contendrán la 

variación estacional y la accidental. 

Cuando la variación accidental es poco significativa, los 

resultados anteriores expresan bastante bien la variación est~ 

cional y podemos tomar esos datos como ~n~c~ de v~aci6n ~ 

:tacio na.! de cada año. 

En el caso de que estos índices permanezcan estables al p~ 

sar de un año a otro, podremos calcular 10 que 1 lamaremos ~n~­

c~ geneJt.al~ de v~aci6n ~:taciona.!, ca 1 cu 1 ando 1 a med i a a r i.!. 

mética de cada mes para todos los meses de los años considerados. 

Si un índice para un mes de un año determinado destaca 

sobre los de los demás años, 10 el iminamos antes de calcular 

la media aritmética. También se puede emplear la mediana o in­

cluso la media geométrica. 

Si la serie no es estable, nos quedariamos con los índi­

ces de variación estacional de cada año. 

4.2 	 CALCULO DE LOS INDICES DE VARIACION ESTACIONAL PROMEDIANDO RE­

LACIONES A LA TENDENCIA.- Este método es esencialmente idénti 

co al que acabamos de exponer, la única diferencia estriba en 

que en vez de considerar los valores de las medias móviles de 

doce meses centrada, consideraremos los valores de la tenden­

cia obtenidos a partir de la curva que nos representa la ten­

http:geneJt.al
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dencia secular y a continuación expresaremos los valores de la 

serie como porcentaje de los de la tendencia. 

6 . 	 ESTUDIO DE LAS FLUCTUACIONES CICLICAS 

Asi como en el estudio de la tendencia secular o de las varia­

ciones estacionales, los métodos que hemos expuesto son muy genera­

les y de gran aceptación, en el estudio de las fluctuaciones cícl i ­

cas hay gran diversidad de métodos y ninguno es aceptado como real­

mente ~atisfactorio. 

Tanto las variaciones estacionales como las fluctuaciones cí ­

cl icas pueden no ser únicas, superponiendose varias ' en una misma se 

rie cronológica. 

Bajo la hipótesis multipl icativa que anteriormente citamos, 

el iminaremos sucesivamente los factores variación estacional, ten­

dencia secular y variaciones accidentales para quedarnos así con las 

fluctuaciones cícl icas. 

Comenzaremos desestacional izando la serie para lo que dividire 

mos cada observación por el índice de variación estacional corres­

pondiente. De esta manera el iminamos las variaciones estacionales. 

En segundo lugar el ¡minaremos la tendencia secular dividiendo 

cada valor anterior de la serie desestacionali.zada por el correspo~ 

diente valor de la tendencia. 

Por último, el iminaremos las variaciones accidentales calculan 

do medias móviles en la serie anterior para un periodo de tres 0 de 

cinco meses. 

La nueva serie obtenida recoge unicamente las variaciones cí ­

cl icas de modo que si presenta una cierta periodicidad de ciclos, 

podremos calcular unos índices de variación cícl ica análogamente a 

como hicimos para el caso de índices de variación estacional. 

Hemos de decir que estas consideraciones son muy del icadas, ya 

que la hipotesis multipl icativa en que nos hemos basado, es una hi­

pótesis muy simpl ificada y por otro lado cada ciclo suele tener unas 

características muy particulares. 

Las variaciones cícl icas calculadas, nos sirven perfectamente 

para estudiar la serie en el periodo a que se refieren las observa­
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ciones, pero será muy arriesgado hacer predicciones para el futuro. 

Para dar una visión más general a este capítulo, diremos que 

algunos estadísticos prefieren considerar la serie cronológica como 

suma de la tendencia secular, variación estacional, fluctuaciones 

cícl icas y variaciones accidentales. 

Bajo esta hipótesis aditiva el estudio de las fluctuaciones cí 

cl icas se haría como se refleja en la siguiente tabla: 

y.
I 

Yl 


Y2 


. 

Yn 

t. 
I 

t 1 

t 2 

. 

t 
n 

y. 
p. = I 100 

I t. 
I 

Y 
= _1 100Pl t 1 

Y2 
= - 100P2 t 2 

Yn 
= 100Pn t 

n 

c. = p. - e. 
I I I 

c = 1 Pl - el 

c = - e2 P2 2 

c = - ePnn n 

donde hemos representado por: 

y. la serie dada. 
I 

t. los valores de la tendencia. 
I 

p. el porcentaje que cada tendencia representa en 
I 

función de su valor teórico correspondiente. 

e. las variaciones estacionales. 
I 

c. las variaciones cíclicas. 
I 

Por último, otro método que presupone ambas hipótesis consis­

te en: 

- Multipl icar los valores de la tendencia por los indices de 
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variación estacional en forma relativa. A estos valores los 

denominaremos tendencia corregida por la estacional. 

- Restar a cada dato de la serie dada el valor de su tenden­

cia corregida por la estacional, resultado que denominare­

mos desviación del valor real respecto de la tendencia co­

rregida por la estacional. 

El cociente de cada desviación del valor real respecto de 

la tendencia corregida por la estacional, entre la tenden­

cia corregida por la estacional, nos da las fluctuaciones 

cícl icas. 

7. ESTUDIO DE LAS VARIACIONES ACCIDENTALES 

En general estas variaciones suelen ser poco importantes y su 

estudio no suele tener más interés que el de probar que se trata 

de una componente aleatoria que tiende a una distribución normal.Si 

a esta variable le apl icamos un test de normal idad, nos permitirá 

tener cierta confianza en el estudio real izado para conocer las com 

ponentes de la serie. 

Bajo la hipótesis multipl icativa, la determinación de las varia 

ciones accidentales la haremos dividiendo por las fluctuaciones cí­

cl icas los valores de la serie desestacional izada dividida por los 

correspondientes valores de la tendencia. 

8 _ PREDICCION 

Concluido el estudio de la serie para el periodo de tiempo en 

que se dispone de observaciones, vamos a tratar dep~ede~ su com 

portamiento en el futuro. 

Resolveremos el problema prediciendo cada componente de la se­

rie, si bien este método no es muy adecuado cuando esta no tiene un 

comportamiento regular. 

http:normal.Si
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La predicción de la tendencia la haremos apoyándonos en la ecu~ 

ción de la tendencia secular y = f(t). Obtendremos valores y' para 

el futuro dando valores a t e"n la ecuación anterior y' = f(t). 

La predicción de la variable estacional, si esta es estable, 

consistirá en tomar para el futuro los índices generales de varia­

ción estacional calculados para el periodo observado. Si la serie 

no es estable, podriamos suavizar dichos índices tomando medias mó­

viles. Estos indices suavizados los extrapolariamos y tendriamos el 

problema 	 resuelto. 
Por lo que se refiere a las fluctuaciones cícl i¿as, dada la 

irregularidad de esta componente es muy dificil predecirla. 

Las variaciones accidentales, por ser aleatorias es imposible 

predecirlas. 

PROBLEKA RESUELTO 

10.1 Sea la ~~e que 6~9una en la tabla 1 y que ~ep~~enta 
el núm~o de MñM naudo~ V~VM c.ada m~ en E~paña e.n lo~ año~ 
1957 a 1966. 
TABLA 1: 	 Número total de niños nacidos vivos cada mes en España en 


los años 1957 a 1966. 

TABLA 

M E S 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 

Enero ....... 

Febrero .... 

Marzo . . ..... 

Abril ....... 

Mayo ........ 

Junio ....... 

Julio ....... 

Agosto ...... 

Septiembre .. 

Octubre ..... 

Noviembre ... 

Diciembre ... 

53575 56686 55609 55085 55145 57276 56275 57106 54748 53875 

50777 51612 52566 54670 51484 51644 52369 56003 52047 50555 

55489 57702 56818 56714 55696 56669 56951 58861 59441 57828 

54392 56006 56153 55275 55359 52896 56961 59076 56702 54647 

54598 54530 53985 58485 55629 54215 57226 57472 55349 57727 

50968 51222 52234 53773 52139 53807 52014 57769 55063 55160 

53668 48752 5303154215 535215409357192 611915610556028 

51656 47873 52680 55334 53629 53924 55286 56267 56715 57430 

54393 55515 53580 54227 53144 52936 55774 58392 58083 56919 

54978 56869 54726 53625 53581 55445 55704 57740 56337 55345 

50871 52950 50927 50156 52327 51869 51864 53471 53398 52081 

54088 56514 54851 52978 53959 54906 54901 55360 53761 54136 
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En el. aná1M~ de. uta M.JÚe. vam0.6 a de.:te.Jr.Yrl-tnaJL: 
AJ Te.nde.nw J.>e.c.u1aJL. 
BJ VaJúauonu utauonalu. 
eJ feuc.:tuauonu ÚcLiC.M. 

s o L U e ION: 

A) Estudio de la tendencia secular. 

TABLA 11: Medias móviles de tres meses. 

Meses 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 

Enero 
Febrero 
Marzo 
Abril 
Mayo 
Junio 
Julio 
Agosto 
Septiembre 
Octubre 
Noviembre 
Diciembre 

54128 54896 54869 53202 54293 54517 56003 
53280 55333 54998 55490 54108 55196 55198 57323 
53553 55106 55179 55553 54180 53736 55427 57980 
54826 56079 55652 56825 55561 54593 57046 58470 
53319 53919 54124 55844 54376 53639 55400 58106 
53078 51501 53083 55491 53763 54038 55477 58B11 
52097 49282 52648 54441 53096 53941 54831 58409 
53239 50713 53097 54592 53431 53651 56084 58617 
53676 53419 53662 54395 53451 54102 55588 57466 
53414 55111 53078 52269 53) 17 53417 54447 56534 
53312 55444 53501 52253 53289 54073 54156 55524 
53881 55024 53621 52760 54521 54350 54624 54526 

54052 
55412 
56063 
57164 
55705 
55506 
55961 
56934 
57045 
55930 
54499 
53678 

52730 
54086 
54343 
56734 
55845 
56305 
56206 
56792 
56565 
54782 
53854 

TABLA 111: Medias móviles de siete meses. 

Meses 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 

Enero 
Febrero 
Marzo 
Abril 
Mayo 
Junio 
Julio 
Agosto 
Septiembre 
Octubre 

Noviembre 
Diciembre 

54563 55354 54606 53553 54050 54968 56217 
54499 54942 55143 53839 54141 55222 56470 
54549 54840 55550 54061 54352 55243 57314 

53352 53787 54342 55459 54139 54371 55570 58213 
53079 52528 53924 55495 53922 53892 55429 58093 
53596 53086 54069 55432 54159 54077 55915 58434 

I 53523 52967 53770 54991 53857 53902 55737 58272 
53020 52530 53023 54260 53424 53755 55009 57471 
52947 52813 53147 53473 53185 53854 54677 57169 
53764 53440 53554 53669 53919 54207 55404 56737 

1I 53469 53985 53788 53339 53651 53961 55234 55431 
54333 55263 54364 53391 54085 54393 55745 55884 

I 

55643 
55301 
55530 
55636 
55917 
56779 
56336 
55864 
55637 
55467 
54675 
54834 

.­
54350 
54549 
54801 
55125 
55633 
56542 
56179 
55812 
55299 
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Fig. 1: 	 Representación gráfica, del número de nlnos nacidos vivos en España, de los promedios 

móviles de 3 y 7 meses y de la tendencia. 
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a) Metodo de las medias móviles: 

Veanse las tablas 11 y 111 Y su representación grafica 

en la Fig.1. 

Hemos tomado un número impar de meses para facilitar el tr~ 

bajo, pero si hubieramos tomado un número par hubieramos central~ 

zado la media considerando medias móviles bimensuales. (Al estudiar 

las variaciones estacionales haremos uso de esto). 

Es evidente que al obtener medias móviles, lo que hacemos 

es obtener una media suave, en la que se atenuan las influencias 

de las fluctuaciones que separan los valores de la tendencia gen~ 

ralo 

b) Método analítico: 

Para ajustar una curva a los datos efectuaremos los siguie~ 

tes pasos: 

- Elegir la función de ajuste. 

- Determinar los parámetros. 

La observación de la representación gráfica de los datos nos 

permite intuir como éstos muestran una tendencia que puede ser re­

presentada por una linea recta, luego escogeremos como función de 

ajuste la ecuación: y = a + b t. 

Para la determinación de los parámetros a y b, emplearemos 

el método de los mínimos cuadrados, obteniendo el siguiente siste­

ma de ecuaciones normales: 
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Cuando, como en este caso, los valores de t son consecutivos, las 

ecuaciones anteriores se simplifican ya que tomando como origen un 

valor medio, se tiene ~ti= O, obteniendose el siguiente siste 

ma: 

Para simplificar los cálculos hacemos el siguiente cambio de varia 

ble: Xi = Y1 - h, donde h = 55000. Con en este cambio, la seg~ 

da ecuación del sistema anterior quedará de la siguiente forma: 

"""'t. (x.+h) = """'x.t . + h '"'t. = """'x.t., ya que ,",t . = O 
~ 1 	 1 ~ 1 1 ~ 1 ~ 1 1 ~ 1 

La determinación de """'x.t , figura en la tabla IV. 
~ 11 

Como sabemos que la suma Qe los cuadrados de los n primeros núme­

ros naturales, viene dada por la expresión: 

3 2
2 n + 	 3 n + n 

6 

Obtenemos el siguiente sistema: 

~ 6563379 119 a 

? 3466267 1137640 b 

de donde, a = 55154,4 Y b = 3,04. 

Por tanto, la ecuación de la recta que mejor se adapta a la ten­

dencia de los datos es: fr = 55154,4 + 3,04 t Vease su represe~ 

tación gráfica en la Fig 1 Y téngase en cuenta el cambio de escalas. 
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TABLA IV 


Año y mes t. x. x .. t. Año y mes 
1 1 1 1 

1957 1960 
Enero -59 -1425 84075 Enero 
Febrero ".58 -4223 244934 Febrero 
Marzo -57 489 -27863 Marzo 
Abril -56 -608 34048 Abril 
Mayo -55 -402 22110 !'1ayo 
Junio -54 -4032 217728 Junio 
Julio -53 -1332 70596 Julio 
Agosto -52 -3344 173888 Agosto 
Septiembre -51 -607 30957 Septiembre 
Octubre -50 -22 1100 Octubre 
Noviembre -49 -4129 202321 Noviembre 
Diciembre -48 -912 43776 Diciembre 

--

1958 1961 
Ene ro -47 1686 -79242 Enero 
Febrero -46 -3388 155848 Febrero 
11a::-20 -45 2702 -121590 Marzo 
Abril -44 1006 -44264 Abril 
Mayo -43 -470 20210 Mayo 
Junio -42 -3778 158706 Junio 
Julio -41 -6250 256250 Julio 
Agosto -40 -7127 285080 Agosto 
Septiembre -39 515 20085 Septiembre 
Octubre -38 1869 -71022 Octubre 
Noviembre -37 -2050 75850 Noviembre 
Diciembre -36 1514 -54504 Diciembre 

-
I 

1959 1962 
Enero -35 609 -21315 Enero 
Febrero -34 -2434 -82756 Febrero 
Marzo -33 1818 -59994 Marzo 
Abril -32 1153 -36896 Abril 
Mayo -31 1015 31465 Mayo 
Junio -30 -2766 82980 Junio 
Julio -29 -1969 57101 Julio 
Agosto -28 -2320 64960 Agosto 
Septiembre -27 -1420 38340 I Septier.1bre 
Octubre -26 -274 7124 

I 
Octubre 

Noviembre -25 -4073 101825 Noviembre 
Diciembre -24 -149 3576 Diciembre 

ti xi 

-23 85 
-22 -330 
-21 1714 
-20 275 
-19 3485 
-18 -1227 
-17 -785 
-16 334 
-15 -773 
-14 -1375 
-13 -4844 
-12 -2022 

--

-11 145 
-10 -3516 

-9 696 
-8 359 
-7 629 
-6 -2861 
-5 -1479 
-4 -1371 
-3 -1856 
-2 -1419 
-1 -2673 

O O 

1 2276 
2 -3356 
3 1669 
4 -2104 
5 -785 
6 -1193 
7 -907 
8 -1076 
9 -2064 

10 445 
11 -3131 
12 -94 

x .. t. 
1 1 

-1955 
7260 

-35994 
-5500 

-66215 
22086 
13345 
-5344 
11595 
19250 
62972 
24264 

-1595 
35160 
-6264 
-2872 
-4403 
17166 

7395 
5484 
5568 
2838 
2673 

O 

2276 
-6712 

5007 
-8416 
-3925 
-7158 
-6349 
-8608 

-18576 
4450 

-34441 
-1128 

1 


1 
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TABLA rv (Continuación) 

Año y mes t. 
1 

X. 
1 

x .. t. 
1 1 

Año y mes t. 
1 

1963 
Enero 
Febrero 
Marzo 
Abril 

13 
14 
15 
16 

Mayo 17 
Junio 18 
Julio I 19 
Agosto 20 
Septiembre I 21 

Noviembre 23 
, Diciembre 24 

1275 
-2631 

1951 
1961 
2226 

-2986 
2192 

286 
774 
704 

-3136 
-99 

16575 
-36834 

29265 
31376 
37842 

-53748 
41648 

5720 
16254 
15488 

-72128 
-2376 

Octubre ~ 22 

1 

1964 
-- I=-~-==+--1-=-=-==f=,= = 

IEnero : 25 2106 52650 

Marzo 27 3861 104247 

1965 
Enero 
Febrero 
Marzo 
Abril 
Mayo 
Junio 
Julio 
Agosto 
Septiembre 
Octubre 
Noviembre 
Diciembre 

1966 

37 
38 

252 -9324 
-2953 -112214 

39 4441 
40 1702 
41 349 
42 63 
43 1105 
44 1715 
45 3083 
46 1337 
47 -160:': 
48 1239 

173199 
68080 
14309 

2646 
47515 
75460 

138735 
61~02 

-75 . ~ 94 

-59472 

Enero 
Febrero 
Marzo 
AbrilI 

1 Febrero I 26 1003 26078 

I:~!l ! ~~ 11 ~~;~ 1~ ~ ~~: Mayo 53 2727 144531 
Junio I 30 2769 83070 Junio 54 160 8640 
Julio 1 

1 

31 6191 191921 Julio 55 1028 56540 

49 -1125 -55125 
50 -4445 -22225 
51 2848 144228 
52 -353 -18356 

~~~:~~mbre ~~ I ~~~; I 1~~~~~ ~~~:~~mbre ~~ ~:~~ 1~~~~~ 
Octubre I 34 I 2740 I 93160 Octubre 58 345 20010 

1
, Noviembre 35 

1 
1-1529 -53515 Noviembre 159 1-2919 ,-172221 

,Diciembre I 36 360 I 12960 Diciembre 
~ I ___~____ _ _---'-'--________ _ __L______ 

B) 	 Media de las variaciones estacionales. 

al 	 Método de las razones a la media móvil. 

Las fluctuaciones periódicas ocurren dentro de un periodo con~ 

tante de 12 meses, lo que nos pérmite emplear medias móviles 

de periodo 12. 

Obtendremos medias móviles de doce meses centradas, que ajus­

taremos luego por otra media móvil de dos meses centrada, y 

hallaremos la relación existente entre los datos reales mensua 
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les y las medias moviles correspondientes al mismo mes. Por úl 

timo calcularemos la media de los porcentajes correspondientes 

a un mismo mes del año y tomaremos esa media como índice de va 

riación estacional. 

La media de los do c e valores mensuales, cuando se centra, coin 

c ide con el 1 de julio, la media de doce meses, tomando como 

primer mes febrero coincide con el 1 de agosto. Si hallamos la 

media de estos datos corresponderá al 15 de julio. Estos valo­

res son los que figuran en la tabla V. 

TABLA V: Media móvil de doce meses centrada y ajustada por 

otra media móvil de dos meses centrada. 

Mes e s l1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 

Enero 53746 53998 54531 53804 53913 54710 56583 56102 55347 
Febrero 53383 54377 54691 53704 53949 54896 56791 55908 55374 
Marzo 53273 54497 54829 53588 53953 55021 56941 55914 55350 
Abril 53399 54327 54810 53541 54022 55200 57135 55842 55264 
Mayo 53564 54153 54732 53629 54081 55211 57287 55781 55168 
Junio 53752 53999 54622 53760 54101 55210 57373 55712 55128 
Julio 53417 53808 53908 54547 53890 54098 55244 57294 55609 
Agosto 53582 53802 53973 54417 53985 54087 55430 57031 55511 
Septiembre53709 53805 54056 54242 54032 54128 55661 56890 55382 
Octubre 53868 53774 54015 54203 53970 54309 55829 56815 55229 
Noviembre 53933 53758 54166 54088 53809 54604 55928 56627 55243 
Diciembre 53940 53778 54418 53901 53819 54655 56177 56426 55346 

Expresamos ahora los datos de la serie como porcentaje de los 

correspondientes medias móviles que acabamos de o btener. Estos por­

centajes son los que figuran en la tabla VI. 

I 

I 




329 SERIES CRONOLOGICAS 

TABLA VI 


Meses 1957 
_._._._---r-­
Enero 
Febrero 
Marzo 
Abril 
Mayo 
Junio 
Julio 100,4 
Agosto 96,4 
Septiembre 101,2 
Octubre 102,1 
Noviembre 94,3 
Diciembre 102,1 _. 

1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 

105,4 102,9 101 ,O 102,4 106,2 102,8 100,9 97,S 97,3 
96,6 96,7 99,9 95,8 95,7 95,4 98,6 93,1 91,3 

108,3 104,2 103,4 103,9 105,0 103,5 103,4 106,3 104,5 
104,9 103,3 100,8 103,4 97,9 103,2 103,4 101,5 98,9 
101,8 99,7 106,8 103,7 100,2 103,6 100,3 99,2 104,6 
95,3 96,7 98,4 96,9 99,4 94,2 100,6 98,8 100,0 
90,6 98,4 99,4 99,3 99,9 103,5 106,8 100,8 
88,9 97,6 101 ,7 99,3 99,7 99,7 98,6 102,1 

103,1 99,1 99,9 98,3 97,7 100,2 102,6 104,8 
105,7 101 ,3 98,9 99,3 102,9 99,7 101 ,6 102,0 
98,S 94,0 92,7 97,2 94,9 92,7 94,4 96,6 

105,1 100,8 98,3 100,2 100,4 97,7 98,1 97,1 

Los nueve porcentajes obtenidos para cada mes lo promediamos y 

así obtenemos el índice de variación estacional. Estos datos figuran 

en la tabla VII 

TABLA VII: 	 Indices de variación estacional calculados a partir 

de las medias móviles. 

Meses 
medias 

aritméticas 
medianas 

sin corregir 
medianas 

corregidas 

Enero 101,8 102,4 102,3 
Febrero 95,9 95,8 95,7 
Marzo 104,7 104,2 104,1 
Abril 101 ,9 103,2 103, 
Mayo 102,2 101 ,8 101,7 
Junio 97,8 98,4 98,3 
Julio 99,9 99,9 99,9 
Agosto 98,S 99,3 99,1 
Septiembre 100,8 100,2 100,1 
Octubre 101 ,5 101 ,6 101,5 
Noviembre 95, 94,4 94,3 
Diciembre 100, 100,2 100,1 

Al promediar hemos hallado la media aritmética y la mediana y 

vemos que en el caso de la mediana el promedio se aparta algo de 100 
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por lo que ajustaremos los índices mensuales a fin de que su prome­

dio sea igual a 100. Para ello dividimos por 1,00116. 

b) 	 Cálculo de los índices de variación estacional promediando re la­

ciones a la tendencia. 

Anteriormente obtuvimos una recta de ecuación: 

y = 55154,4 + 3,04 t 

con origen el día 15 de diciembre de 1961. 

El valor de la tendencia para cada mes, centrado en el 15 de di~ 

cho mes, se obtiene sin más que ir dando valores a t en la ecua­

ción anterior. Estos valores son los que figuran en la tabla VIII. 

TABLA VIII 	 Valores de la tendencia del número de niños nacidos 

vivos en España en los años 1957 a 1966. 

TABLA VIII 

Meses 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 

Enero 
Febrero 
Marzo 
Abril 
Mayo 
Junio 
Julio 
Agosto 
Septiembre 
Octubre 
Noviembre 
Diciembre 

54975 55012 55048 55085 55121 55157 55193 55230 55266 55303 
54978 55015 55051 55088 55124 55160 55196 55233 55269 55306 
54981 55018 55054 55091 55127 55163 55199 55236 55272 55309 
54984 55021 55057 55094 55130 55166 55202 55239 55275 55312 
54987 55024 55060 55097 55133 55169 55205 55242 55278 55315 
54990 55027 55063 55100 55136 55172 55208 55245 55281 55318 
54993 55030 55066 55103 55139 55175 55211 55248 55284 55321 
54996 55033 55069 55106 55142 55178 55214 55251 55287 55324 
54999 55036 55072 55109 55145 55181 55217 55254 55290 55327 
55002 55039 55075 55112 55148 55184 55220 55257 55293 55330 
55005 55042 55078 55115 55151 55187 55223 55260 55296 55333 
55008 55045 55081 55118 55154 55190 55226 55263 55299 55336 

Teniendo ya los valores de la tendencia para cada mas, expresare­

mos los valores reales como porcentaje de sus correspondientes valo­

res de la tendencia. Estos resultados figuran en la tabla IX. 
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TABLA IX: Relación en porcentaje de los valores de la serie a 

los avlores de la tendencia. 

TABLA IX 

Mese s 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 

Enero 
Febrero 
Marzo 
Abril 
Mayo 
Junio 
Julio 
Agosto 
Septiembre 
Octubre 
Noviembre 
Diciembre 

97,4 103,0 101,0 100,0 100,0 103,8 101,9 103,4 99,1 97,4 
92,3 93,8 95,4 99,2 93,4 93,6 94,8 101 ,3 94,1 91,4 

100,9 104,8 103,2 102,9 101,0 102,7 103,1 106,5 107,5 104,5 
98,9 101 ,7 101,9 100,3 100,4 95,8 103,2 106,9 102,5 98,8 
99,2 99,1 98,0 106,1 100,9 98,2 103,6 104,0 100,1 104,3 
92,6 93,1 94,8 97,6 94,5 97,5 94,2 104,5 99,6 99,7 
97,6 88,6 96,3 98,4 97,0 98,0 103,6 110,7 101,4 101,3 
93,9 86,9 95,6 100,4 97,2 97,7 100,1 101,8 102,5 103,8 
98,9 100,8 97,3 98,4 96,3 95,9 101,0 105,6 105,0 102,8 
99,9 103,3 99,3 97,3 97,1 100,4 100,8 104,5 101,9 100,0 
92,4 96,2 92,4 91,0 94,8 93,9 93,9 96,7 96,5 94,1 
98,3 102,6 99,6 96,1 97,8 99,5 99,4 100,1 97,2 97,8 

La media de cuatro de dichos valores centrales, nos sirve mejor 

para la determinación del índice de var iación estacional que la me­

diana o la media aritmética. Vease Tabla X. 

TABLA X: 	 Indice de variación estacional del número de niños 

nacidos v i vos cada mes en España, basados en la re­

lación de porcentaje de los va lores de la serie a 

los valores de la tendencia. 

TABLA X 

Meses 

números índices 
sin ajustar 

(basados en cuatro 
datos centrales) 

números índices 
corregidos 

(basados en cuatro 
datos centrales) 

Enero 100,7 101.,8 
Febrero 94,1 95,1 
Marzo 103,4 104,5 
Abril 101 ,1 102,2 
Mayo 100,9 102,0 
Junio 96,1 97,2 
Julio 98,8 99,9 
Agost.o 98,8 99,9 
Septiembre 98,8 100,9 
Octubre 100,3 101 ,4 
Noviembre 94,2 95,2 
Diciembre 98,8 99,9 

98,917 100,­
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C) Medida de las fluctuaciones cíclicas. 

Los cálculos se recogen directamente en la tabla XI. 

TABLA XI: Medida de las fluctuaciones cíclicas 

TABLA XI 

Años 

y 

T.E R-T.ET E RMeses T.E 

1957 
-2389 -4,3Enero 54975 1,018 55964 53575 

-2,8-1507Febrero 54978 0,951 52284 50777 
-3,4-1966Marzo 54981 1,045 57455 55489 
-3,21,022 -1802Abril 54984 56194 54392 
-2,61,020 56087 -1489Mayo 54987 54598 
-4,60,972 53440 -2472Junio 54990 50968 

-1270 -2,3Julio 0,999 54938 5366854993 
-5,9-3285Agosto 54996 549410,999 51656 
-1,9Septiembre54999 -11011,009 55494 54393 
-1 ,4- 7941,014 55772Octubre 55002 54978 
-2,80,952 52365 50871 -1494Noviembre 55005 
-1,5- 865Diciembre 55008 0,999 54953 54088 

1958 
1 ,268455012 1,018 56002 56686Enero 

-1,352319 -70755015 0,951 51612Febreo 
(:),357702 20855018 1,045 57494Marzo 

-0,4-22555021 1,022 56231 56006Abril 
-2,8-159455024 1,020 56124 54530Mayo 
-4,2-226455027 0,972 53486 51222Junio 

-11 ,3-6223Julio 55030 0,999 54975 48752 
-12,90,999 54978 -7105Agosto 55033 47873 
-0,0355531 -16SeptiE:mbre55036 1,009 55515 

1,9Octubre 55039 10591,014 55810 56869 
1 ,00,952 550Noviembre 55042 52400 52950 
2,71524Diciembre 55045 0,999 54990 56514 

~======~======--=_,======db========~====~======~-6======d· 
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TABLA XI (Continuación) 

I Año y mes T E T.E R R-T.E 
R-T.E --­

T.E 

1959 
¡ 
, , 

Enero 55048 1 ,018 56039 55609 -430 -0,7 
Febrero 55051 0,951 52353 52566 213 0,4 
Marzo 55054 1,045 57531 56818 -713 -1 ,2 
Abril 55057 1,022 56268 56153 -115 -0,2 
Mayo 55060 1,020 56161 53985 -2176 -3,9 
Junio 55063 0,972 53521 52234 -1287 -2,4 
Julio 55066 0,999 55011 53031 -1980 -3,6 
Agosto 55069 0,999 55014 52680 -2334 -4,2 
Septiembre 55072 1,099 55568 53580 -1988 -3,5 
Octubre 55075 1,014 55846 54726 -1120 -2,0 
Noviembre 55078 0,952 52434 50927 -1507 -2,8 
Diciembre 55081 0,999 55026 54851 - 175 -0,3 

1960 
Enero 55085 1,018 56076 55085 - 991 -1 ,7 
Febrero 55088 0,951 52389 54670 2281 4,3 
Marzo 55091 1,045 57570 56714 - 856 -1,5 
Abril 55094 1,022 56306 55275 -1031 -1 ,8 
Mayo 55097 1,020 56199 58485 2286 4,0 
Junio 55100 0,972 53557 53773 216 0,4 
Julio 55103 0,999 55048 54215 - 833 -1,5 
Agosto 55106 0,999 55052 55334 282 0,5 
Septiembre 55109 1,009 55605 54227 -1378 -2,4 
Octubre 55112 1,014 55884 53625 -2259 -4,0 
Noviembre 55115 0,952 52469 50156 -2313 -4,4 
Diciembre 55118 0,999 55063 52978 -2085 -3,7 

1961 
Enero 55121 1 ,018 56113 55145 - 968 -1 ,7 
Febrero 55124 0,951 52424 51484 - 940 -1 ,7 
Marzo 55127 1,045 57608 55696 -1912 -3,3 
Abril 55130 1,022 56343 55359 - 984 -1,7 
Mayo 55133 1,020 56136 55629 - 607 -1 , 1 
Junio 55136 0,972 53594 52139 -1455 -2,7 
Julio 55139 0,999 55084 53521 -1563 -2,8 
Agosto 55142 0,999 55088 53629 -1459 -2,6 
Septiembre 55145 1,009 55641 53144 -2497 -4,4 
Octubre 55148 1,014 55920 53581 -2339 -4,2 
Noviembre 55151 0,952 52504 52327 - 177 -0,3 
Diciembre 55154 0,999 55099 53959 -1140 -2,1 

-
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TABLA XI (Continuación) 

Año y mes T E ToE R R-ToE 
R-ToE --

ToE 

1962 
Enero 55157 1,018 56150 57276 1126 2,0 
Febrero 55160 0,951 52459 51644 - 815 -1,5 
Marzo 55163 1,045 57645 56669 - 976 -1 ,7 
Abril 55166 1 ,022 56380 52896 -3484 -6 ,' 1 
Mayo 55169 1,020 56273 54215 -2058 -3,6 
Junio 55172 0,972 53628 53807 179 0,3 
Julio 55175 0,999 55120 54093 -1027 -1,8 
Agosto 55178 0,999 55124 53924 -1200 -2,2 
Septiembre 55181 1,009 55677 52931 -2741 -4,9 
Octubre 55184 1,014 55956 55445 - 511 -0,9 
Noviembre 55187 0,952 52539 51869 - 670 -1 ,2 
Diciembre 55190 0,999 55135 54906 - 229 -0,4 

. . 

~963 
Enero 55193 1 ,018 56187 56275 88 0,1 
Feb"ero 55196 0.951 52494 52369 - 125 -0,2 
Marzo 55199 1 ,045 57683 56951 - 732 -1 ,3 
Abril 55202 1 ,022 56417 56961 544 0,9 
Mayo 55205 1,020 56310 57226 916 1 ,6 
Junio 55208 0,972 53663 52014 -1649 -3,7 
Julio 55211 I 0,999 I 55156 57192 2036 3,7 
Agosto 55214 0,999 55160 55286 126 0,2 
Septiembre 55217 1,009 55714 55774 60 0,1 
Octubre 55220 1 ,014 55993 55704 - 289 -0,5 
Noviembre 55223 0,952 52574 51864 - 710 -1 ,3 
Diciembre 55226 0,999 55171 54901 - 270 -0,5 

"==" 

~964 I 

Enero 55230 1,018 56224 57106 882 1 ,5 
Febrero 55233 0,951 52529 56003 3474 6,6 
Marzo 55236 1,045 57721 58861 1140 1 ,9 
Abril 55239 1,022 56454 59076 2622 4,6 
Mayo 55242 1,020 56347 57472 1125 1 ,9 
Junio 55245 0,972 53699 57769 4070 7,5 
Julio 55248 0,999 55193 . 61191 5998 10,8 
Agosto 55251 0,999 55197 56267 1070 1,9 
Septiembre 55254 1,009 55751 58392 2641 4,7 
Octubre 55257 1 ,014 56031 57740 1709 3,0 
Noviembre 55260 0,952 52610 53471 861 1 ,6 
Diciembre 55263 0,999 55208 55360 152 0,3 

_o 

¡ 


1 


1 
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TABLA XI (Continuación) 

R-T.E
TMes y año E T.E R-T.ER 

T.E 
, 

1965 
-1513 -2,6Enero 55266 1,018 56261 54748 

-0,952564 - 517Febrero 55269 0,951 52047 
2,91,045 1683Marzo 55272 57758 59441 
0,4211Abril 55275 1,022 56491 56702 

-1,8Mayo 55278 1,020 56384 -103555349 
2,5Junio 132955281 0,972 53734 55063 
1 ,5Julio 55284 55229 8760,999 56105 
2,71482Agosto 55287 0,999 55233 56715 
4,1Septiembre 229655290 1,009 55787 58083 
0,4Octubre 2691,014 56068 56337I 55293 
1 ,2Noviembre 55296 0,952 52645 75353398 

-2,6Diciembre 55299 0,999 55244 -148353761 
I I --

I1966 
-4,3Enero -242455303 1,018 56299 538.75 
-3,9Febrero -204555306 0,951 52600 50555 

32 0,05Marzo 1,04555309 57796 57828 
-3,3Abril 55312 -18821,022 56529 54647 
2,3Mayo 55315 56422 13051,020 57727 
2,6Junio 55318 0,972 139053770 55160 
1 ,3Julio 55321 7620,999 55266 56028 

Agosto 55324 3,90,999 55270 216057430 
Septiembre 1,955327 1,009 55824 109556919 

-1 ,3Octubre 55330 1,014 56106 -76155345
I 

-1 , 1Noviembre 55333 0,952 52680 -59952081 
Diciembre -2,155336 0,999 -114555281 54136 

Los valores de los ciclos figuran en las dos últimas columnas de 
la tabla. 

RESUMEN 

Con lo que acabamos de hacer queda completo el estudio de la se­

rie cronológica dada. 
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Tal y como nos habiamos propuesto, hemos determinado, en primer 

lugar la tendencia secular, o tendencia durante un periodo de tiempo 

largo de la serie. 

Empleamos para ello dos procedimientos: 

1°) Método de las medias móviles de tres y siete meses. 

2°) Método analítico. 

Con el primero los resultados son los que figuran en las tablas 

11 y 111, Y con el segundo obtuvimos que la tendencia se ajustaba a 

la recta de ecuación: 

y = 55154,4 + 3,04 t 

A continuación medimos las fluctuaciones de carácter estacional 

y cíclico. Definimos y determinamos primero, un índice de variación 

estacional por dos procedimientos: 

a) Mediante el empleo de medias móviles de doce datos, por te­

ner estas variaciones un periodo constante de doce meses. 

b) Promediando relaciones a la tendencia. 

Por ambos procedimientos, como era de esperar, obtuvimos los 

mismos resultados que son los que figuran en las tablas VII y X. 

A continuación determinamos las fluctuaciones cíclicas definien 

do un valor que venia dado por el de la tendencia, corregido por el 

índice de variación estacional; la desviación existente entre ese 

valor y el real que nos permitió determinar esas fluctuaciones y los 

resultados son los que figuran en la tabla XI. 

******************** 
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TABLA 

DISTRIBUCION BINOMIAL 

r n-rr) p q 

nlrl p .01 .05 .10 .15 .20 .25 .30 ~ 
3 .35 .40 .45 .49 .50 

2 O .9801 .9025 .8100 .7225 .6400 .5625 .4900 .4444 .4225 .3600 .3025 .2601 .2500 
1 .0198 .0950 .1800 .2550 .3200 .3750 .4200 .4444 .4550 .4800 .4950 .4998 .5000 
2 .0001 .0025 .0100 .0225 .0400 .0625 .0900 .1111 .1225 .1600 .2025 .2401 .2500 

3 O .9703 .8574 .7290 .6141 .5120 .4219 .3430 2963 .2746 .2160 .1664 .1327 .1250 
1 .0294 .1354' .2430 .3251 .3840 .4219 .4410 .4444 .4436 .4320 .4064 .3823 .3750 
2 .0003 .0071 .0270, . .0574 .0960 .1406 .1890 .2222 .2389 .2880 .3341 .3674 .3750 
3 .0000 .0001 .0010 .0034 .0080 .0156 .0270 .0370 .0429 .0640 .0911 . 1176 . 12~ 

4 O .9606 .8145 .6~61 .5220 .4096 .3164 .2401 .1975 .1785 .1296 .0915 .0677 .0625 
1 .0388 .1715 .2916 .3685 .4096 .4219 .4 116 .3951 .3845 .3456 .2995 .2600 .2500 
2 .0006 .0135 .0486 .0975 .1536 .2109 .2646 .2963 .3105 .3456 .3675 .3747 .3750 
3 .0000 .0005 .0036 .0115 .0256 .0469 .0756 .0988 .1115 .1536 .2005 .2400 .2500 
4 .0000 .0000 .0001 .0005 .0016 .0039 .0081 .0123 .0150 .0256 .0410 .0576 .0625 

5 O .9510 .77Ja .5905 .4437 .3277 .2373 .1681 .1317 .1160 .0778 .0503 .0345 .0312 
1 .0480 .2036 .3280 .3915 .4096 .3955 .3602 .3292 .3124 .2592 .2059 1657 .1562 
2 .0010 .0214 .0729 .1Ja2 .2048 .2637 .3087 .3292 .3364 .3456 .3369 .3185 .3125 
3 .0000 .0011 .0081 .0244 .0512 .0679 .1323 .1646 .1811 .2304 .2757 .3060 .3125 
4 .0000 .0000 .0004 .0022 .0064 .0146 .0284 0412 .0488 .0768 .1128 .1470 .1562 
5 .0000 .0000 .0000 .0001 .0003 .0010 .0024 .0041 .0053 .0102 .0186 .0283 .0312 

6 O .9415 .7351 .5314 .3771 .2621 .1780 .1176 .0878 .0754 .0467 .0277 .0176 .0156 
1 .0571 .2321 .3543 .3993 .3932 .3560 .3025 .2634 .2437 .1866 .1359 .1014 .00Ja 
2 .0014 .0305 .0984 .1762 .2458 .2966 .3241 .3292 .3280 .31 lO .2780 .2437 .2344 
3 .0000 .0021 .0146 .0415 .0819 . 1318 .1852 .2195 .2355 .2765 .3032 .3121 .3125 
4 
5 

.0000 

.OC.oo 
.0001 
.0000 

.0012 

.0001 
.0055 
.0004 

.0154 

.0015 
.0330 
.0044 

.0595 

.0102 
.0823 
.0165 

.0951 

.0205 
.1382 
.0369 

.1861 

.0609 
.2249 
.0664 

.2344 

.0938 
6 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0007 .0014 .0018 .0041 .0083 .0139 .0156 

7 O .9321 .6983 .4783 .3206 .2097 .1335 .0824 .0585 .0490 ,0280 .0152 .0090 .0078 
1 .0659 .2573 .3720 .3960 .3670 .3115 .2471 .2048 .1848 .1306 .0872 .0603 .0547 
2 .0020 .(J.I06 .1240 .2097 .2753 .3115 .3177 .3073 .2985 .2613 .2140 . 1740 . 1641 
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5 .0000 .0000 .0002 .0012 .0043 .0115 .0250 .0384 .0466 .0774 .1172 . 15<13 .1641 
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1 .0146 ~793 .:\826 .3847 .3355 .2670 .1977 .1561 .1373 .0896 .0548 .0352 .0312 
2 .0036 .0515 .1488 .2376 .2936 .3115 .2965 .2731 .2587 .2090 .1569 . 1183 . 1094 

3 .0001 0054 .0331 .0839 ,1468 .2076 .2541 .2731 .2786 .2787 .2568 .2273 .2188 
4 aoo.. .O()().I .0046 .0185 .0459 .0865 .1361 .1707 .1875 .2322 .2627 .2730 .2734 
5 .000Il .0000 .0004 .0026 .0092 .0231 .0467 .0683 .0808 .1239 .1719 .2098 .2188 
6 .0000 .000il .0000 .0002 .0011 .0038 .0100 .0171 .0217 .0413 .0703 .1008 .1094 
7 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0004 .0012 .0024 '.0033 .0079 .0164 .0277 .0312 
8 .0000 .000II .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0002 .0002 .0007 .0017 .0033 .0039 

9 O .9135 .6J01 .];874 .2316 .1342 .0751 .0404 .0260 .0207 .0101 .0046 .0023 .0020 
1 .0830 .298S .Ja 74 .3679 .3020 .2253 .1556 .1171 .1004 .0605 .0339 .0202 .0176 
2 0034 .0629 .1722 .2597 .3020 .3003 .2668 .2341 .2162 .1612 .1110 .0176 .0703 
3 
4 
5 
6 

0001 
0000 
.0000 
.0000 

.0071 

.000Il 

.0000 

.0000 

~6 

.00'-'.­000 1 

.1069 

.ú283 

.0050 

.0006 

.1762 

.0661 

.0165 

.0028 

.2336 

. 1168 

.0389 

.0087 

.2668 

.1715 

.0735 

.0210 

.2731 

.2048 

.1024 

.0341 

.2716 

.2194 
. 1181 
.0424 

.2508 

.2508 

.1672 

.0743 

.2119 
.2600 
.2128 
.1160 

.1739 

.2506 
?408 

. lS42 

.1641 

.2461 

.2461 

. 1641 

7 .0000 .0000 0000 .0000 .0003 .0012 .0039 .0073 .0098 .0212 .0407 .0635 .0703 
8 .0000 .0000 0000 .0000 .0000 .0001 .0004 .0009 .0013 .0035 .0083 .0153 .0176 
9 .0000 .DIlOO 0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0001 .0003 .oooe .0016 .0020 

10 O .9044 .5981 .3481 .1969 .1074 .0563 .0282 .0173 .0135 .0060 .0025 .0012 .0010 
1 .09 14 l1b l .31!1. .3474 .2684 .1877 . 1211 .0867 .0725 .0403 .0207 .011-4 .0098 
2 .0042 .0746 1931 .2759 .3020 .2816 .2335 .1951 .1757 .1209 .0763 .0495 .0439 
3 .0001 .0 1135 .0!!>7. .1298 .2013 .2503 .2668 .2601 .2522 .2150 .1665 1767 1172 

4 .0000 .001 0 .0 112 01 .0881 .1460 .2001 .2276 .2377 .2508 .2384 .2130 .2051 
5 .0000 .0001 .0015 5 .0264 .0584 .1029 .1366 .1536 .2007 .2 340 .2456 .2461 

6 .0000 .0000 .000 1 .00 11 .0055 .0162 .0368 .0569 .0689 .1115 .1596 .1966 .2051 
7 .0000 .0000 .0000 .DOC I .0008 .0031 .0090 .0163 .0212 .0425 .0746 .1080 .1172 

8 .0000 .0000 ,lIlDQ .0000 .OCOI .0004 .0014 .0030 .0043 .0106 .0229 .0389 .04J9 

9 .0000 .0000 .0030 .0000 .0000 .0000 .0001 .0003 .0005 .0016 .0042 .0083 .0098 
10 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000 .0001 .0003 .0008 .()f)IO 



TABLA 11 

DISTRIBUCION DE POISSON 

-A { 
p (x r) e 

r! 

Alr o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

. 1 .9048 .0905 .0045 .0002 .0000 

.2 .8187 .1637 .0164 .0011 .0001 .0000 

.3 .7408 .2222 ,0333 .0033 .0002 .0000 

.4 .6703 .2681 .0536 .0072 ,0007 ,0001 .0000 

.5 .6065 ,30J3 .0758 ,0126 .0016 ,0002 .0000 

.6 .5488 ,3293 ,0988 .0198 ,0030 ,0004 ,0000 
,7 .4966 .3476 .1217 .0284 ,0050 ,0007 .0001 .0000 
.8 .4493 .3595 ,1438 .0383 .0077 ,0012 .0002 ,0000 
,9 .4066 ,3659 .1647 ,0494 .0111 .0020 ,0003 .0000 

1,0 .3679 .367 9 ,1839 ,0613 .0';53 .0031 .0005 .0001 .0000 

1,1 .3329 .3662 .2014 ,0738 .0203 ,0045 .0008 .0001 .0000 
1.2 .3012 .3614 ,2169 ,0867 ,0260 ,0062 ,0012 .0002 ,0000 
1.3

l." 
.2725 
.2466 

.3543 
.3452 

,2303 
,2417 

.0998 
.1128 

,0324 
,0395 

,0084 
,0111 

.0018 

.0026 
,0003 
.0005 

.0001 
,0001 

,0000 
.0000 

1.5 ,2231 ,3347 .2510 .1255 .0471 .0141 .0035 .0008 ,0001 .0000 

1 ,6 ,2019 .3230 ,2584 .1378 .0551 ,0176 ,0047 .0011 ,0002 ,0000 
1.7 ,1827 .3106 ,2640 ,1496 .0636 ,0216 .0061 ,0015 .0003 ,0001 ,0000 
1,8 . 1,,53 2915 ,2678 .1607 ,0723 ,0260 .0078 ,0020 .0005 .0001 ,0000 
1.9 ,H96 ,2842 .2700 ,1710 ,0812 .0309 .0098 .0027 .0006 .0001 .0000 
2 ,0 ,1353 ,2'7 o7 ,2707 .1804 ,0902 .0361 .0120 .0034 ,0009 .0002 ,0000 

2.2 ,1108 .2438 ,2681 ,1966 .1082 .0476 ,0174 .0055 .0015 .0004 .0001 ,0000 
2.4 ,0907 .2 17 7 .2613 ,2090 .1254 .0602 .0241 ,0083 ,0025 ,0007 .0002 ,0000 
2 ,(; .0743 ,1931 .2510 .2176 ,1414 .0735 .0319 .0118 .0038 .0011 .0003 ,0001 ,0000 
2.0 ,0608 ,17U3 .2384 ,2225 .1557 .0872 .0407 .0163 .0057 .0018 ,0005 ,0001 .0000 
3,0 .0498 .1494 .2240 ,2240 .1680 .1008 ,0504 .0216 .0081 .0027 .0008 ,0002 ,0001 

3,2 .0408 ,1304 .2087 .2226 . 1781 .1140 .0608 .0278 .0111 ,0040 ,0013 ,0004 .0001 
3,4 ,0334 .1135 ,1929 .2186 ,1858 .1264 .0716 .0348 ,0148 .0056 .0019 ,0006 0002 
3 .6 ,0273 ,0984 .1771 ,2125 .1912 .1377 .0826 ,0425 .0191 .0076 ,0028 ..0009 ,0003 
3.8 .0224 ,0350 .1615 .2046 ,1944 .1477 .0936 .0508 .0241 ,0102 .0039 ,0013 ,0004 
4.0 .0183 ,0733 ,1465 .1954 .1954 .1563 .1042 ,0595 .0298 .0132 ,0053 ,0019 .0006 

5 ,0 ,0067 ,0337 ,0842 .1404 ,1755 .1755 .1462 .1044 .0653 .0363 .0181 .0082 ,0034 
6.0 ,0025 ,0149 ,04·: 6 ,0892 .1339 .1606 .1606 .1377 .1033 ,0688 .0413 ,0225 .0113 
7.0 .0009 .0064 ,0223 ,0521 .0912 .1277 ,1490 1490 .1304 ,1014 ,0710 ,0452 ,0264 

B.O ,0003 ,0027 .0107 ,0286 .0573 .0916 .1221 .1396 ,1396 .1241 ,0993 ,0722 ,0481 

9 .0 .0001 .0011 ,0050 ,0150 .0337 .0607 .0911 . 1171 .1318 .138'1 .1186 ,0970 .0728 
10.0 ,0000 .0005 .0023 .0076 .0189 .0:.178 .0631 .0901 .1126 . 1251 ,1251 .1137 ,0948 

Alr 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 

5 ,0 ,0013 ,0005 .0002 
6,0 ,0052 ,0022 .0009 ,0003 .0001 
7,0 ,0142 ,0071 ,0033 .0014 .0006 ,0002 .0001 
8,0 .0296 .0169 .0090 .0045 .0021 .0009 .0004 1JOO2 IJOOl 
9 .0 ,0504 ,0324 .0194 .0109 .0058 ,0029 .0014 .0006 .0003 .0001 

10.0 ,0729 .0521 .0347 .0217 .0128 .0071 .0037 .0019 ,0009 .0004 ,0002 ,0001 



TABLA 111 

DISTRIBUCION NORMAL 

x 1 2 


F . (x) p (X .;;; x) e dt.~J 
1 - 2 t 

/2; 
_00 -00 o x 


ú. 00 0.01 002 O. 03 0.04 0.05 O. 06 O. 07 O. 08 O. 09x 


O. O .5000 · 5040 · ;)080 · 5120 · S160 · 5199 · 5219 . 5279 · 5119 · 53 59 

O. 1 
 .5198 · 54111 .5418 · 5517 · 55 J7 · 5596 · 5636 . 5675 · 5 i 14 .575:3 


· 5793 . 5832 · 587 ) . 5910 · 5948 · 5987 · 6026 · 6064 .6103 · 6141 
O. 2 

· 6) 7 9 . 6217 · 6255 .6293 · 6311 · 6168 . 6406 .6443 .648Q · 6517
O. 1 


O. 4 
 · 6554 · 659) · 6628 · 6664 . 6700 · 6736 · 6~ í2 · 6808 · 6844 · 6879 


O. 5 
 .6915 .6950 · 6985 .7019 · 7054 7088 · 7123 · 7157 · 7190 .7224 

· 7257 .7291 · 7324 · 7351 · 7389 .7422 . 7454 · 7486 · 7517 · 1549
O. 6 


0.7 .7580 · 7611 · 7642 · 767 'l · 7704 · 7734 · 7764 · 7794 , 7821 · 1852 

.788 ) .7910 · 1919 · 7967 · 7995 · 802~ . 805) . 8078 · 8106 · 8133
0 . 8 


O, 9 
 . 8159 ,8) 86 · 8212 · 8218 . 8264 · 8289 .8315 ,8340 , 8365 ,8389 


.84) 1 · 8438 ,8461 .8485 .8508 . 8531 .8554 ,8577 · 8599 · 8621
1.0 
l . ) .8643 · 8665 , 8686 . 8708 .8729 8í49 .8770 .8790 · 8810 , 8830 

1.2 .8849 ,8869 , 11888 .8907 .892'; · 8944 . 8!:J62 .8980 .8997 · 9015 


. 90'l2 · 9049 · 9066 ,9082 , 90(J!:J 9 J 1 j .9111 · 9147 .9) 62 , 9177
1.3 
1.4 · 9) 92 .9207 .9222 . 9216 .9251 · 9265 , 92,9 · 9292 ,9306 · 9119 


· 9132 · 9145 · 9:357 . 9370 · 9382 .9194 .9406 · 94 J 8 · 9429 · 9441
l. 5 

,9452 . 946:l · 9474 . 9484 , 9495 · 9505 , 9515 .9525 · 9535 .9545
l . 6 


1.7 .9554 . 9564 · 95,:3 ,9582 , 959) · 9599 . 9608 · 9616 .9625 · 9633 

1.8 , 9641 · 9649 · 9656 · 9664 .9671 · 9678 .9686 · 9691 · 9699 · 9706 


· 9713 , 97) 9 , 9726 · 9732 .9í3b . 9744 ,9750 · 9756 · 9761 , 9767 


2,0 


1.9 

· 9772 · 9718 · 9783 , 9788 , 9793 · 9,98 . 9803 · 9808 · 9812 , 9817 

· 9821 .9826 ,9830 · 9834 . 9838 · 9842 . 9846 · 9850 .9854 , 9857
2. ) 

. 9861 .9864 .9868 · 9871 · ,1875 · 9818 · 988J . 9884 .9887 .9890
2. 2 

2, 3 
 , 9893 . 9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 · 9911 · 9911 ,9916 


.9918 , 9920 .9922 . 9925 · 9927 · 9929 · 993) .9932 . 9934 .9936
2. 4 


2 . 5 
 .9918 . 9940 .994 ) .9943 .9945 , 9946 · 9948 ,9949 . 995 ) .9952 

,9953 ,9955 .9956 ,9957 .9959 ,9960 . 9961 · 9962 .9963 · 9964
2. 6 


2, í · 9965 · 9966 · 9967 ,9968 .9969 ,9970 .997 ) , 9972 · 9973 · 9974 

2.8 .9974 ,991 :> .9976 , 9977 · 9977 · 9978 · 9979 · 9979 .9980 .9981 

2,9 , 998) · 9982 · 9982 ,9983 ,9984 ,9984 ,9985 · 9985 · 9986 · 9986 


3. O .9987 .9987 · 9987 .9988 . 9988 : 9989 .9989 ,9989 .9990 · 9990 

3 . 1 
 . 9990 , 9991 · 9991 ,9991 . 9992 · 9992 .9992 , 9992 .9993 , 9993 

:). 2 
 · 9993 · 9993 .9994 ,9994 . 9994 · 9994 .9994 · 9995 . 9995 . 9995 

3. 3 
 ,9995 , 9995 ,9995 .9996 .9996 · 99% ,9996 .9996 ,9996 · 999. 

,9997 , 9997 , 9997 .9997 .9997 ,9997 .9997 · 9997 ,9997 .9998
1. 4 


3 . 6 I . 9998 ,9998 ,9999 .9999 ,9999 · 9999 , 9999 · 9999 . 99ge · 9999 




TABLA IV 

DISTRIBUCION X2 DE PEARSON 

ex 
+00 

~ 0,990 0,975 0,950 0,900 0,100 0,050 0,025 0,010 

I 0,031 6 0,0398 0,0239 0,0158 2,71 3,84 5,02 6,63 
2 0,02 0,05 0, 10 0,21 4,60 5,99 7,38 9,21 
3 0,12 0,22 0,35 0,58 6,25 7,81 9,35 11,24 
4 0,30 0 ,48 0,71 1,06 7,78 9,49 11,1 13,28 
5 0,55 0,83 1,15 1,61 9,24 1 I ,07 12,8 15,09 
(, 0,87 1,24 1,64 2,20 10,64 12,59 14,0 16,81 
7 1,24 1,69 2,17 2,83 12,02 14,07 16,0 18,47 
8 1,65 2,18 2,73 3,49 13,36 15,51 17,5 20,09 
9 2,09 2,70 3,33 4,17 14,68 16,92 19,0 21,66 

10 2,56 3,25 3,94 4,86 15,99 18,31 20,5 23,21 

1 I I 3;05 3,82 4,57 5,58 17,27 19,67 21,9 24,72 
12 3,57 4,40 5,23 6,30 18,55 21,03 23,3 26,22 
13 4,1/ 5,01 5,89 7,04 19,81 22,36 24,7 27,69 
/4 4,66 5,63 6,57 7,79 21,06 23,68 26,1 29,14 
15 5,23 6,26 7,26 8,55 22,31 25,00 27,5 30,58 
16 5,81 6,81 7,96 9 ,3l 23,54 26 ,30 28,8 32,00 
17 6,41 7,56 8,87 10,08 24,77 27,59 30,2 33,41 
18 7,01 8,23 9 ,39 10,86 25,99 28,87 3 1,3 34,80 
19 7,63 8,91 J 0,1 1 I ,65 27,20 30,J4 32,9 36,19 
20 8,26 9,59 10,9 12,44 28,41 31,41 34,2 37,57 

21 8,90 10,3 1] ,6 ] 3,24 29,61 32,67 35,5 38,93 
22 9,54 11,0 ]2,3 14,04 30,81 33,92 36,8 40,29 
23 10,2 11,7 13,1 J4,85 32,01 35,17 38,1 4 I ,64 
24 10,9 12,4 13,8 15,66 33,20 36,41 39,4 42,98 
25 11,5 13,1 ]4,6 16,47 34,38 37,65 40,6 44,31 
26 12,2 13,8 15,4 17,29 35,56 38,88 41,9 45,64 
27 12,9 14.6 16,2 18,11 36,74 40,11 43,2 46,96 
28 13,6 15 ,3 16,9 18,94 37,92 41 ,:14 44,5 48,28 
29 , 14,:1 ] 6,0 17,7 19,77 39,09 42 ,56 45,7 49,59 
30 15,0 16,8 18,5 20,60 40,26 43,77 47,0 50,89 

Cuando n es superior a 30, se utiliza la tabla de la 
distribución N (O , 1) (tabla 111), con: 

t=l2"X,T- hn-1 



TABLA V 

DI STR 1BUC 1ON t DE STUDENT 

00 -t o +t 
a 

P (t > t) = a 
a 

-

a 

• 0,90 0,02 0,010,40 0,30 0,20 0,10 I 0,050,80 0,70 0,60 0,50~. 

6,314 12,706 31,821 63,6570,727 1,000 1,376 1,963 3,0781 0,158 0,325 0,510 
4,30~ 6,965 9,9252,9200,142 0,289 0,617 0,816 1,061 1,386 1,&862 0,445 

4,541 5,8412,353 3,1820,584 0,765 0,978 1,250 1,6380,137 0,277 0,4243 
3,747 4,6042,132 2,7760,741 0,941 1,1904 0,414 0,569 1,5330,134 I 0,271 
3,365 4,0322,57\0,727 1,156 1,476 2,0150,132 0,267 0,408 0,559 0,9205 
3,143 3,7072,447 1,440 1,9430,265 0,404 0,553 0,718 0,906 1,1340,1316 
2,998 3,4992,3651,895 7 0,130 0,263 0,549 0,711 0,896 I,J 19 1,4150,402 
2,896 1 3,3552,3060,706 1, 108 1,397 1,8608 0,130 0,399 0,546 0,8890,202 / 2,2621,8330,129 0,261 0,398 0,543 0,703 O,R83 l,iOO J ,383 9 2,821 I 3,250 
2,764 3,1692,22~0,542 0,700 0,879 1,093 1,8120,129 0,260 0,397 1,372lO 

2,201 2,713 1 3,1060,260 0,396 0,540 0,697 I,OS8 1,796 0,129 0,876 I 1,36311 
0,539 1,083 2,179 2,681 , 3,0550,259 0,395 0,695 0,873 1,356 1.78 212 O,i28 

2,6500,5~8 1,771 2,160 3,0120,394 0,694 0,870 1,079 1,3500,128 0,25913 
2,145 2,624 2,9770,258 0,393 0,537 0,692 0,868 1,076 1,7611,34514 0,128 

2,6022,131 2,9570,536 1,074 1,341 1,7 530,691 0,86 <í15 0,128 0,258 0,~931 

2,120 2,5 33 2,9210,535 0,690 0 ,&650,128 0,258 0,39216 1,071 I 1,337 
1 

1,746 
2,5672,110 2,8980,534 0,863 1,069 1,333 1,7400,128 0,257 0,392 0.68917 

1,067 . 1,330 2,1010,392 0,534 1,734 2.552 i 2,8780,127 0,257 0,688 0,86218 
2,539 2,093 2,8610,257 0,391 0,533 0,683 0,861 1,066 1,328 1,7290,12719 
2,5232,0860,257 0,391 0,533 0,687 0,860 I,OM 1,325 1,725 2,8450,12720 

0,532 1,063 2,080 2,51 80,127 0,257 0,391 0,686 0,859 1,323 1,72 1 2,83121 
1,321 I 1,7170,256 0,390 0,532 0,686 0,858 1,061 2,074 2,508 2,8190,12722 

127 0,25(, 0,390 0,858 1,060 1,714 2,500 1 2,807532 0,685 1,3 19 2,06923 
1,059 ' 2,492 , 2,7970,390 0'0,531 1 0,685 0,857 1,711 2,06424 1,3180, '27 0,2550' 1 

0,53 ! 0,684 0,856 1,058 2,060 2,485 2,7870,390 1,316 1,70825 0. 127 0,256 
) 1179 ' 2,7791,706 2,0560,127 0,256 0,856 1,058 1,31526 0)90 1 0,531 0,684 -,' ,

0,256 0,389 0,855 1,057 1,703 2,052 2,473 2,7711,31427 0,'27 0.531 I 0.684 
0,256 0,530 0,683 0,855 1,701 2,0480,127 0,389 1,056 1,313 1,467 ! 2,76328 

2,0450,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,311 1,699 2,4621 2,75629 
0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,354 1,055 1,310 1,697 2,04230 2'4571 2,750 

2,32634 2,575821,64485 1,95996> 30 P,125 66¡0,253 35[0,385 3210,524 40¡0,674 4910,841 6211,03643 1,281 55 

1 



------------

TABLA VI 

DI STR 1BUC ION F DE F 1 SHER - SNEDECOR 

f(F) 

p(F~F) =0. 
o. 

o F 

52 3 4 


'-(;(_= 0,05 

I 1 

0,010,01 0,05 0,01 0,05 0,01 0,05 0,01 0,05- 2~ --.... 
1 161,4 4052 199,5 5403 230,24999 215,7 224,8 5625 5764 
2 18,51 98,49 19,00 99,00 19,16 19,30 99,30 
3 

99,17 19,25 99,25 
34,12 9,5510,13 30,81 28,24 

4 
9,28 29,46 28,71 9,019,12 

7,71 21,20 6,94 18,00 6,59 16,69 6,26 15,52 
5 

6,39 15,98 
6,61 13.27 5,4116,26 , 5,79 12,06 5,05 10,97 

6 
5,19 11,39 

13,74 1 5,145,99 10,9\ 4,76 8,75 
7 

9,78 9,15 4,394,53 
5,59 4,74 9,55 4,35 3,97 7,457,858,~5 4,12 


S 

12,~51

5,32 1l ,~6 4,46 8,65 6,63 
9 

4,07 3,84 3,697,59 7,01 
5,12 10,56 4,26 8,02 6,06 

10 
3,86 6,99 3,63 6,42 3,48 

4,96 10,04 4,10 5,647,56 3,71 3,336,55 3,48 5,99 
1 

I 
9,65 3,9811 4,84 7,20 3,20 5,32 

]2 
3,59 6,22 5,673,36 

4,75 9.33 3,88 5,06 
13 

6,93 3,49 3,115,95 3,26 5,41 
4,67 9:07 3,80 6,70 3,02 4,86 

14 
3,41 5,74 5,203,18 

4,60 8,86 3,74 6,51 5,03 4,69 
15 

3,34 5,56 2,963,11 
4,54 8,68 3,68 6,36 3,29 5,42 4,89 2,90 4,56 

16 
3,06 

4,49 8,53 3,63 6,23 4,44 
]7 

3,24 4,77 2,855,29 3,01 
4,45 8,40 3,59 4,34 

18 
6,11 3,20 2,8 15,18 2,96 4,67 

8,28 3,55 4,25 
19 

4,41 6,01 2,773,16 5,09 4,582,93 
3,524,38 8,18 5,93 2,74 4,17 

20 
3,13 5,01 4,502,90 

8,10 3,49 5,854,35 3,10 2,71 4,104,94 4,432,87 

4 ,3 2 8,02 3,4721 3,07 4,04 
22 

4,37 2,685,73 4,87 2,84 
4,30 7,94 . 3,44 3,99 

23 
5,72 3,05 4,31 2,664,82 2,82 

4,2({ 3,42 5,66 3,943,03 76 2,80 4,26 2,647,Hti ! 4, 14,26 7,S2 3,4024 5,6\ 3,01 1 2,62 3,904,72 2,78 
4'221 4,24 7,77 3,3825 5,57 4,68, 2,76 3,86 

26 
2,99 4,18 2,60 

4.22 3,82 
27 

7,721 3,37 5,53 2,98 4,64 2,74 4,14 2,59 
7, 6H: 3,354,21 5,49 3,78 

28 
2,96 4,60 2,73 4,11 2,57 

4.20 3,75 
29 

7,6-+ 1 :\,34 5,45 2,95 4,57 2,71 4,07 , 1 2,56 
7,(,0 ' 3,334,111 3,73 

30 
5,42 2,93 4,04 2,544,54 2,70 

4,17 7,56 :\,32 5,39: 2,92 2,53 3,70 
40 

4,51 4,022,69 
4 ,08 3,23 2,84 , 4,31 2,45 3,513,83 7)' 2,615,tR I 7,0:,4,0060 3,15 3,34 

120 
3,65 2,374,98 2,76 i 4,13 2,52 

6.S5 3,07 3,172,294,79 2,68 1 3,95 2,45 3,41' 1 
:":J ~'\, ' ~T 3,022,37 3,32 2,214,60 3,78::.~~ 1 (í,().' I1 2,99 

1 2,60 1 	 1 
1 



TABLA VI (Cont i nuac i ón) 

DISTRIBUCION F DE FISHER - SNEDECOR 

ro6 8 12 24 

a=O,05 0,01 0,05 0,01 0,05 0,010,01 0,05 0,01 0,05n? ~ 
1 234,0 238,95859 5981 1243,9 254, 16366 

2 


6106 249,0 6234 
19,33 99,33 19,37 99,36 19,41 99,42 19,45 99,46 19,50 99,50 


3 
 8,94 27,91 8,84 27,49 8,74 27,05 8,64 8,53 26,12 

4 


26,60 
6,16 15,21 6,04 14,80 5,91 14,37 5,77 13,93 13,46 


5 

\ 5,63 

4,95 10,67 4,82 10,27 4,68 9,89 4,53 9,47 ,36 9,02 

6 
 4,28 8,47 4,15 8,10 4,00 7,72 3,84 7,31 67 6,883, 17 3,87 7,19 3,73' 6,84 -3,57 6,47 6,07 3,23 5,65 

8 


3,41 
3,58 6,37 3,44 6,03 3,28 5,67 3,12 2,93 4,86 


9 

~,28 

5,803,37 3,23 5,47 3,07 5,11 4,73 2,71 4,31 

10 


2,90 
3,22 5,39 3,07 5,06 2,91 4,71 2,74 4,33 2,54 3,91 

11 3,09 5,07 2,95¡ 4,74 2,79 4,40 2,61 4,02 2,40 3,60 

12 
 3,00 4,82 2,85; 4,50 2,69 4,16 2,50 3,78 2,30 3,36 
13 2,92 4,62 2,77 4,30 2,60 3,96 3,59 2,21 3,16 

14 


2}42 
2,85 4,46 2,70 4;14 2,53 3,80 2,35 3,43 2,13 3,00 


15 
 2,79 4,32 2,64 4,00 2,48 3,67 2,29 2,07 2,87 

16 


3,29 
4,202,74 2,59 3,89 2,42 3,55. 2,24 3,18 2,01 2,75 


17 
 2,70 4,10 2,55 3,79 2,38 3,45 2,19 3,08 1,96 2,65 

18 
 2,66 2,51 1 3,714,01 2,34 3,37 2,15 3,00 1,92 2,57 

19 
 2,63 3,94 2,48 3,63 2,31 3,30 2,11 1,88 2,49 

20 


2,92 
2,60 3,87 2,45 3,56 2,28 3,23 2,08 2,86 1,84 2,42 

I 
21 2,57 3,81 2,42 3,51 1 2,25 3,17 2,80 1,81 2,36 

22 


2,05 
2,55 3,76 2,40 2,45 2,23 2,753,12 2,03 1,78 2,31 


23 
 2,53 3,71 2,38 3,41 , 2,20 3,07 2,00 2,70 1,76, 2,26I
24 . ' 2,51 3,67 2,36 3,36 2,18 3,03 1,98 2,66 1,73 1 2,21 

25 
 3,632,49 2,34 3,32 2,16 1,96 2,62 1,71 2,171 2'991 13.-926 2,47 2,32 3,29 2 ,15 2 ,96 1,95 2,58 1,691 2,ll
27 3;56 2,46 2,30 3,26 2,13 2,93 1,93 2,55 l ,67¡ 2,1 

28 
 2,44_ 3,53 2,29 3,23 2,12 2,52 1,65 2,06 

29 


2,9°1 1,91 
2,43 3,50 2,28 3,20 2,10 2,871 1,90 2,49 1,64 2,03 


30 
 2,42 2,09 2,47 1,62 201 

40 


2,84 1 J ,89 3A7 ¡ 2,27 3,17 
2,34 3,29 2,18 2,00 ],792,66 2,29 ],5112,991 ~ .~~60 2,25 3,12 210 2,82 1,92 2,50 2,121,70 39 ,1, 1120 _,012,17 2;96 1,8 3 ],952,34 1,61 1,25 1,382,61]ro 2,09 2,80 1,94 2,51 1,75 1.00, 1.002,18 1,52 1,79 

I 
~.' ! 0;.",-;. 
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